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Âñòóï

Ïiä ñòàòèñòè÷íèì ìîäåëþâàííÿì ìè ðîçóìi¹ìî:
1) Ãåíåðóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé, ÿêi ìîæíà ââàæàòè ðåàëiçàöiÿìè âèïàä-

êîâèõ âåëè÷èí (ÂÂ) ç êîíêðåòíèìè ðîçïîäiëàìè, � ìîäåëþâàííÿ ÂÂ.
2) Âèêîðèñòàííÿ öèõ ïîñëiäîâíîñòåé äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ñåðå-

äíiõ õàðàêòåðèñòèê éìîâiðíiñíèõ ìîäåëåé äåÿêèõ îá'¹êòiâ. Äî òàêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê âiäíîñÿòüñÿ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ, äèñïåðñiÿ, êîâàðiàöiÿ òîùî.

Îòæå, ìîâà éäå ïðî ÷èñåëüíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçêó ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷ ìîäå-
ëþâàííÿì ÂÂ. ×àñòî âæèâàþòü íàçâó ¾Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî¿ (ÌÌÊ).

Ïî÷àòîê ðîçâèòêó öèõ ìåòîäiâ âiäíîñÿòü äî êiíöÿ 1940-õ ðîêiâ, çîêðåìà
� äî ñòàòòi 1949-ãî ðîêó ¾Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî¿ ôîí Íåéìàíà, Óëàìà òà Ìå-
òðîïîëiñà. �õ âèêîðèñòîâóþòü, êîëè àíàëiòè÷íi i ¾çâè÷àéíi¿ ÷èñåëüíi ìåòîäè
àáî íå äàþòü ðîçâ'ÿçêó, àáî äîçâîëÿþòü ëèøå âñòàíîâèòè éîãî ãðóái îöiíêè.

Îñíîâíèì ïðèéîìîì ¹ çâåäåííÿ çàäà÷i äî îá÷èñëåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïî-
äiâàííÿ. Ïðîiëþñòðó¹ìî öå ïðèêëàäîì.

Íåîáõiäíî çíàéòè ïëîùó îáëàñòi G0 ¾ñêëàäíî¨¿ ôîðìè, � àíàëiòè÷íèìè
àáî ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè çðîáèòè öå âàæêî. Ïîìiñòèìî G0 âñåðåäèíó îáëàñòi
G1, ÿêà ìà¹ ¾ïðîñòó¿ (íà ìàëþíêó � ïðÿìîêóòíó) ôîðìó, i ïëîùà ÿêî¨ âiäîìà,
íåõàé öå SG1

. Íà G1 îçíà÷èìî ôóíêöiþ

ξ(x; y) =

{
SG1

, (x; y) ∈ G0,

0, (x; y) /∈ G0,

äå (x; y) � êîîðäèíàòè òî÷êè â îáëàñòi G1. ßêùî öþ òî÷êó íàâìàííÿ êèäàþòü
â G1, òî âîíà ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî â G1 çi ùiëüíiñòþ ρ(x; y) = 1

SG1
, i

Mξ =
∫
G1

ξ(x; y)ρ(x; y)dxdy = 1
SG1

∫
G0

ξ(x; y)dxdy =
∫
G0

dxdy = SG0

Òåïåð êèíåìî â îáëàñòü G1 ¾áàãàòî¿ òî÷îê íàâìàííÿ, àáî, iíøèìè ñëîâà-
ìè, îòðèìà¹ìî áàãàòî ðåàëiçàöié ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ â G1 ÂÂ � (x1; y1),

(x2; y2), ..., (xn; yn). Òîäi åìïiðè÷íà îöiíêà Ŝ0 = 1
n

n∑
k=1

ξ(xk; yk) ¹ ¾õîðîøîþ¿

� íåçìiùåíîþ òà êîíñèñòåíòíîþ � îöiíêîþ ïàðàìåòðà Mξ = SG0
: Ŝ0 äëÿ

äîñòàòíüî âåëèêèõ n áóäå ç âåëèêîþ éìîâiðíiñòþ áëèçüêà äî øóêàíî¨ SG0
.
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Ñêiëüêè ÷àñó çàéìå òàêèé ïiäðàõóíîê SG0
? Öå çàëåæèòü âiä òîãî, ÿê øâèä-

êî ìè äëÿ (x; y) ∈ G1 çäàòíi ç'ÿñóâàòè, ÷è (x; y) ∈ G0, àáè îá÷èñëèòè ξ(x; y).
Íàñêiëüêè ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi êèíóòi òî÷êè? ßêùî âîíè çîñåðåäÿòüñÿ

â/ïîçà G0, òî Ŝ0 áóäå ïîãàíîþ îöiíêîþ SG0
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ÌÌÊ, ìè ïîâèííi âìiòè:
1) Ìîäåëþâàòè âèáiðêó ç ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó íà [0; 1];
2) Íà ¨¨ îñíîâi ìîäåëþâàòè âèáiðêó iç ïåâíîãî ðîçïîäiëó F (·);
3) Îá÷èñëþâàòè åìïiðè÷íó îöiíêó ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü.

� êiëüêà ñïîñîáiâ çäiéñíåííÿ (1):

Ìåòîä Pro Contra
Òàáëèöi Îäíîðàçîâà ïåðåâiðêà.

Ìîæëèâiñòü âiäòâîðå-
ííÿ

Çàïàñ ÷èñåë îáìåæå-
íèé. Çàéìà¹ áàãàòî ìi-
ñöÿ ó çîâíiøíié ïàì'ÿ-
òi. Ïîâiëüíèé äîñòóï

Äàò÷èêè Çàïàñ íåîáìåæåíèé.
Íàäøâèäêå îòðèìàí-
íÿ. Ìiñöÿ (ó ïàì'ÿòi)
íå çàéìà¹

Íåñòàáiëüíà ïîâå-
äiíêà. Ïåðåâiðêà
ïåðiîäè÷íîñòi. Íåìî-
æëèâî âiäòâîðèòè.
Ïîòðiáíèé ïðèëàä

Ïñåâäîâèïàäêîâi
÷èñëà: xn+1 = f(xn)

Îäíîðàçîâà ïåðåâiðêà.
Ìîæëèâiñòü âiäòâîðå-
ííÿ. Øâèäêå îòðèìà-
ííÿ. Ìiñöÿ íå çàéìà¹.
Íå ïîòðiáíi çîâíiøíi
ïðèëàäè

Çàïàñ ÷èñåë îáìåæå-
íèé. ¾Âèïàäêîâiñòü¿
ïiä ïèòàííÿì (íàñòó-
ïíi ÷ëåíè ïîñëiäîâ-
íîñòi äåòåðìiíîâàíi
ïîïåðåäíiìè)

Âiäòâîðåííÿ îçíà÷à¹, ùî ðîçðàõóíêè ìîæíà ïîâòîðèòè â iíøîìó ìiñöi,
ÿêùî âiäîìi êiëüêà ïî÷àòêîâèõ ïàðàìåòðiâ, i ïåðåâiðèòè ðåçóëüòàò.

Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïñåâäîâèïàäêîâi ÷èñëà, àäæå çíàþ÷è âiäïîâiäíi àë-
ãîðèòìè, ¨õ ìîæíà çàïðîãðàìóâàòè ìàéæå íà êîæíîìó êîìï'þòåði ¾çàãàëü-
íîãî ïðèçíà÷åííÿ¿, ó òîé ÷àñ ÿê òàáëèöi i äàò÷èêè íå çàâæäè äîñòóïíi.

5



1. Ìîäåëþâàííÿ ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó

1.1. Ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië (òåîðåòèêî-éìîâiðíiñíå òëó-
ìà÷åííÿ)

ÎÇÍ. Ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíó íà [0; 1] ÂÂ áóäåìî íàçèâàòè ñòàíäàðiâíî-
ìiðíîþ (ÑÐ).

Âiäìiòèìî âàæëèâi äëÿ íàñ âëàñòèâîñòi òàêî¨ âåëè÷èíè.
Ðîçãëÿäàòèìåìî äâà òèïè ïîäiáíèõ âåëè÷èí � äèñêðåòíó òà íåïåðåðâíó.

Òî÷íiøå, ãîâîðèòèìåìî ïðî âèïàäêîâó öèôðó (ÂÖ) � β ∼
(

0 1 2 ... 9
1
10

1
10

1
10 ... 1

10

)
(çàãàëüíiøå � âèïàäêîâà r-i÷íà öèôðà, β ∼

(
0 1 2 ... r − 1
1
r

1
r

1
r ... 1

r

)
) òà âèïàä-

êîâå ÷èñëî (Â×) α çi ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó p(x) =

{
1, x ∈ [0; 1],

0, x /∈ [0; 1].

ÂÖ ìîæå áóòè äåêiëüêà, àáî íåñêií÷åííà (çëi÷åííà) ïîñëiäîâíiñòü β1, β2,
..., βn, ... Àíàëîãi÷íî äëÿ Â× α.

Âëàñòèâiñòü 1 ïîâ'ÿçó¹ ìiæ ñîáîþ öi äâà òèïè ÂÂ:

Â. 1. Â× α = 0.β1β2...βm... ÑÐ òîäiäîò ÂÖ {βi}∞i=1 Í/Ç (â ñóêóïíîñòi) ç

îäíàêîâèì ðîçïîäiëîì βi ∼
(

0 1 2 ... 9
1
10

1
10

1
10 ... 1

10

)
.

J 1) ßêùî α � ÑÐ, òî

P{βi1 = b1, βi2 = b2, ..., βik = bk} = 1
10k

=
k∏
j=1

P{βij = bj}

ùî îçíà÷à¹ Í/Ç âåëè÷èí βi. Ïåðøà ðiâíiñòü âèïëèâà¹ iç òîãî, ùî êîæíà óìî-
âà âèäó βij = bj âiäêèäà¹ 9

10 òî¨ ÷àñòèíè âiäðiçêà [0; 1], ùî çàëèøèëàñü âiä
ïîïåðåäíiõ óìîâ, òàê ùî ìiðà ðåøòè çìåíøó¹òüñÿ â 10 ðàçiâ; äðóãà ðiâíiñòü ¹
íàñëiäêîì ñèìåòði¨ (P{βij = 0} = P{βij = 1} = ... = P{βij = 9} = 1

10).
2) ßêùî βi Í/Ç i ìàþòü ðîçïîäië ÂÖ, òî ∀x = 0.x1x2...xm... ∈ [0; 1):

P{α < x} = P{0.β1β2...βm... < 0.x1x2...xm...} =

=
∞∑
k=1

P{β1 = x1, β2 = x2, ..., βk−1 = xk−1, βk < xk} =

=
∞∑
k=1

P{β1 = x1} × ...× P{βk−1 = xk−1} · P{βk < xk} =

=
∞∑
k=1

1
10 × ...×

1
10 · P{βk = 0, 1, ..., xk − 1} =

∞∑
k=1

1
10k−1

· xk10 =
∞∑
k=1

xk
10k

= x

� öå ÔÐ ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó íà [0; 1], òîáòî α ¹ ÑÐ. I
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Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi âiäíîñÿòüñÿ äî âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ (ÂèïÂåê) ç Í/Ç
ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèìè êîìïîíåíòàìè.

Â. 2. ßêùî α1, α2, ..., αn, ... � Í/Ç ÑÐ Â×, à s ∈ N, òî ÂèïÂåê ξi =(
α(i−1)s+1;α(i−1)s+2; ...;αis

)
, äå i ∈ N, ¹ Í/Ç òà ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèìè â

îäèíè÷íîìó ãiïåðêóái Ds = [0; 1]s.

Â. 2a. Çà òèõ æå óìîâ ÂèïÂåê ηi = (αi;αi+1; ...;αi+s−1), äå i ∈ N, ìà¹
ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië â Ds.

Â. 3. ßêùî çìiíèòè íóìåðàöiþ â áóäü-ÿêié ñêií÷åííié ïiäìíîæèíi åëå-
ìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi {αi}∞i=1 äîâiëüíèì ÷èíîì (àëå íå çàëåæíèì âiä çíà÷åíü
αi) � ïåðåñòàâèòè ¨õ � òî Â. 2 i òîäi ìàòèìå ìiñöå.

Íàñòóïíi äâi âëàñòèâîñòi ¹ ÷àñòèííèìè âèïàäêàìè ïîñèëåíîãî çàêîíó âå-
ëèêèõ ÷èñåë (ÏÇÂ×) òà öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè (ÖÃÒ); ÂèïÂåê ξi =
(αi1;αi2; ...;αis) óòâîðåíi Í/Ç ÑÐ Â×.

Â. 4. Íåõàé f(x) = f(x1;x2; ...;xs) � äîâiëüíà iíòåãðîâíà çà Ëåáåãîì â
Ds = [0; 1]s ôóíêöiÿ. Òîäi

P
{

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

f(ξi) =
∫
Ds

f(x)dx
}

= 1

Â. 5. Â óìîâàõ Â. 4, ÿêùî äîäàòêîâî
∫
Ds

|f(x)|2dx <∞, òî

lim
n→∞

P
{√

n
σf

∣∣ 1
n

n∑
i=1

f(ξi)−
∫
Ds

f(x)dx
∣∣ < y

}
=
√

2
π

y∫
0

e−
u2

2 du

äå σ2
f =

∫
Ds

f 2(x)dx−
(∫
Ds

f(x)dx
)2

= Df(α).

Â. 4 òà 5 îá ðóíòîâóþòü âèêîðèñòàííÿ Â× äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ
iíòåãðàëiâ âèäó I =

∫
Ds

f(x)dx: iç Â. 4 âèïëèâà¹, ùî I ìîæíà ç éìîâiðíiñòþ 1

íàáëèçèòè ñåðåäíiì 1
n

n∑
i=1

f(ξi), à ÿêùî
∫
Ds

f 2(x)dx < ∞, òî � ïåðåïèñàâøè

âèðàç iç Â. 5, äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n, êîëè ìîæíà ââàæàòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü � îòðèìó¹ìî:

P
{∣∣ 1

n

n∑
i=1

f(ξi)−
∫
Ds

f(x)dx
∣∣ < σf√

n
y
}
≈
√

2
π

y∫
0

e−
u2

2 du

òîäi äëÿ p ≈ 1, âçÿâøè y = yp òàê, ùîá
√

2
π

yp∫
0

e−
u2

2 du = p, ìàòèìåìî:
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P
{∣∣ 1

n

n∑
i=1

f(ξi)−
∫
Ds

f(x)dx
∣∣ < σf√

n
yp

}
≈ p

çáiëüøóþ÷è äàëi n, ìîæåìî çðîáèòè ïîõèáêó σf√
n
yp ÿê çàâãîäíî ìàëîþ. Ìà¹ìî

øâèäêiñòü çáiæíîñòi òà îöiíêó ïîõèáêè.

Âëàñò. 1�5 � öå âëàñòèâîñòi ¾ñïðàâæíiõ¿ Â×. Àëå íà ïðàêòèöi ìè ìà¹ìî
ñïðàâó ëèøå ç êîíêðåòíèìè ðåàëiçàöiÿìè � â ïðèíöèïi íåñêií÷åííèìè, α1,
α2, ..., αn, ... � ÿêi ìîæíà ââàæàòè ðåàëiçàöi¹þ Í/Ç ÑÐ Â×, âèáiðêîþ iç
òàêîãî ðîçïîäiëó. Ââàæàòè ÷è íå ââàæàòè � öå ðiøåííÿ ìè ïîâèííi ïðèéìàòè,
îá ðóíòîâóþ÷è éîãî; ïîñëiäîâíiñòü òðåáà ïåðåâiðèòè.

Ñêîðèñòà¹ìîñü àïàðàòîì ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç. Òîáòî, âèñóâà¹ìî ãiïîòåçè,
àáî òåñòè, H1, H2, ..., Hk ùîäî äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi i ïåðåâiðÿ¹ìî ¨õ. Ââàæà-
òèìåìî ïîñëiäîâíiñòü ¾õîðîøîþ¿, òiëüêè êîëè âîíà ïðîéäå âñi òåñòè.

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü ïðîéøëà òåñòè H1, H2, ..., Hk, öå íå îçíà÷à¹, ùî âî-
íà ïðîéäå òåñò Hk+1. Àëå, ÿêùî òåñòiâ äîñòàòíüî áàãàòî, òî ïîñëiäîâíiñòü
ââàæà¹òüñÿ ¾õîðîøîþ¿, äîïîêè íå ïðîâàëåíî æîäíîãî òåñòó.

Ó ÿêîñòi îñíîâíèõ êðèòåði¨â äëÿ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç áóäåìî
âæèâàòè êðèòåðié χ2 òà êðèòåðié Êîëìîãîðîâà.

Êðèòåðié χ2. [0; 1] ðîçáèâà¹òüñÿ íà m ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ âèìiðíèõ
ìíîæèí (êàòåãîðié) Ai. Ïîçíà÷èâøè pi = µAi = P{α ∈ Ai} > 0 òà νi =
n({αj ∈ Ai}), îá÷èñëþ¹ìî âiäõèëåííÿ Ïiðñîíà

D = D(F̂n;G) =
m∑
i=1

(νi−npi)2
npi

= 1
n

m∑
i=1

ν2i
pi
− n

(äå n � çàãàëüíà êiëüêiñòü ðåàëiçàöié) i, îáðàâøè ðiâåíü çíà÷óùîñòi (ÐÇ) δ
(0.01, 0.05, ...), ïîðiâíþ¹ìî D ç χ2

δ;m−1 � âåðõíüîþ δ-ìåæåþ χ2-ðîçïîäiëó ç
(m− 1) ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.

ßêùî D > χ2
δ;m−1, âiäõèëÿ¹ìî ãiïîòåçó ïðî ÑÐ ðîçïîäiëó, ç ÿêîãî âçÿòî

âèáiðêó {αj}, iíàêøå � ïðèéìà¹ìî. Ïðè öüîìó, ÿê âiäîìî, éìîâiðíiñòü ïî-
ìèëêîâî âiäõèëèòè âiðíó ãiïîòåçó, P{ERR− 1} ≈ δ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òîé æå êðèòåðié, ìîæíà ðîçáèâàòè íå [0; 1], à ãiïåðêóá
Ds; íàïðèêëàä, ðîçãëÿäàþ÷è ïàðè (α2i−1;α2i).

Êðèòåðié Êîëìîãîðîâà. Ìàþ÷è ðåàëiçàöi¨ α1, α2, ..., αn Â× α, áóäó¹ìî
ÅÔÐ F̂n(x) = µ∗x

n , äå µ
∗
x � êiëüêiñòü αi < x, i äëÿ ãiïîòåòè÷íîãî ðîçïîäiëó

G(·), ÑÐ ç ÔÐ G(x) = x, îá÷èñëþ¹ìî âiäõèëåííÿ Êîëìîãîðîâà
sup
x

∣∣F̂n(x)−G(x)
∣∣ = max

16k6n

{∣∣G(α∗k)− F̂n(α∗k)
∣∣; ∣∣G(α∗k)− F̂n(α∗k+1)

∣∣}
äå {α∗k} � óïîðÿäêîâàíi çà çðîñòàííÿì {αk}, òà ïîðiâíþ¹ìî éîãî ç εδ;n �
êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì óõèëåííÿ D(F̂n;F ). ßêùî sup |...| > εδ;n, âiäõèëÿ¹ìî
ãiïîòåçó ïðî ÑÐ Â× α, iíàêøå � ïðèéìà¹ìî. Ïðè öüîìó P{ERR− 1} 6 δ.
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Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {αi} îòðèìàíà çà äîïîìîãîþ ãåíåðàòîðà ïñåâäîâè-
ïàäêîâèõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî, ùî ñàìi ïî ñîái òåñòè íå çðîáëÿòü êîíêðåòíèé
ãåíåðàòîð ¾õîðîøèì¿, âîíè ìîæóòü ëèøå ïåðåâiðèòè éîãî. Äëÿ öüîãî àëãî-
ðèòì òàêîãî ãåíåðàòîðà íåîáõiäíî áóäóâàòè íå àáè ÿê, à ñïèðàþ÷èñü íà ïåâíi
òåîðåòè÷íi ìiðêóâàííÿ (ìîæëèâî, ïîâ'ÿçàíi iç ñòàòèñòè÷íèìè òåñòàìè).

ÇÀÓÂ. Äîñëiäæåííÿ Êîëìîãîðîâà òà éîãî íàñòóïíèêiâ ïîêàçàëè, ùî ãå-
íåðàòîð, ÿêèé áè ïîðîäæóâàâ ïîñëiäîâíiñòü α1, α2, ..., êîòðà ïðîõîäèòü ¾óñi
ìîæëèâi¿ òåñòè íà ¾âèïàäêîâiñòü¿, ìà¹ ¾íåñêií÷åííó ñêëàäíiñòü¿.

Ïîñëiäîâíiñòü {αi}, îá÷èñëåíó çà äîïîìîãîþ äåòåðìiíîâàíî¨ ïðîãðàìè, íà-
çèâàòèìåìî ïñåâäîâèïàäêîâîþ, ÿêùî âîíà ¾íàáëèæåíî¿ ìà¹ âëàñòèâîñòi 1�5.
Àëå ÿêùî âîíà äåòåðìiíîâàíà (α1 îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ óñi íàñòóïíi αi), òî ùî
ìè ðîçóìiòèìåìî ïiä ðîçïîäiëàìè, íåçàëåæíiñòþ òîùî? Çâåðíiìîñÿ äî òåîði¨
÷èñåë, òåîðåòèêî-÷èñëîâèõ ïîíÿòü òà çàñîáiâ.

1.2. Ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië (òåîðåòèêî-÷èñëîâå òëóìà÷å-
ííÿ)

Êîëè íàçèâàòè ïîñëiäîâíiñòü ε = {εi}i∈N ç [0; 1] ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíîþ?
Óçÿâøè äîâiëüíó ôóíêöiþ f ∈ L[0;1] (iíòåãðîâíó çà Ëåáåãîì íà [0; 1]),

ðîçãëÿíåìî L(f) = lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

f(εk). ßêùî ïîñëiäîâíiñòü ¾ãàðíà¿ � ìà¹ âëà-

ñòèâîñòi ñïðàâæíüî¨ âèáiðêè ç ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó � òî ïîâèííî áóòè
L(f) =

∫
[0;1]

f(x)µ(dx), ïðè÷îìó äëÿ ∀f ∈ L[0;1], ïðè íåçìiííié {εi}.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi íå iñíó¹. Äîñòàòíüî óçÿòè f , íåâè-
çíà÷åíó â çëi÷åííié ìíîæèíi òî÷îê {εi} òà ðiâíó 0 ïîçà íåþ: òàêà f iíòåãðîâíà
çà Ëåáåãîì, àëå äëÿ íå¨ L(f) âçàãàëi íå âèçíà÷åíå.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, êîëè ðîçãëÿíóòè çàìiñòü iíòåãðîâíîñòi çà Ëåáåãîì iíòåãðîâ-
íiñòü çà Ðiìàíîì (f ∈ R[0;1]), ïîñëiäîâíîñòi ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ iñíóþòü:

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

f(εk) =
1∫

0

f(x)dx (∗)

ÎÇÍ. 1. Ïîñëiäîâíiñòü ε = {εi}∞i=1, εi ∈ [0; 1], ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà
(ÐÐÏ) â òåîðåòèêî-÷èñëîâîìó ñåíñi, ÿêùî äëÿ ∀f ∈ R[0;1] ìà¹ ìiñöå (∗).

ÎÇÍ. 2. ε íàçèâà¹òüñÿ ÐÐ, ÿêùî äëÿ ∀ âiäðiçêà ∆ = [a; b] ⊂ [0; 1]:

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

I∆(εk) = |∆|, äå I∆(x) =

{
1, x ∈ ∆,

0, x /∈ ∆.
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ÎÇÍ. 3. (Êðèòåðié Âåéëÿ). ε íàçèâà¹òüñÿ ÐÐ, ÿêùî

∀k ∈ Z, k 6= 0: lim
n→∞

1
n

n∑
m=1

e2πi·kεm = 0

ÒÅÎÐ. Îçíà÷åííÿ 1, 2, 3 åêâiâàëåíòíi (âèïëèâà¹ iç òîãî, ùî ñòóïií÷àñòi i
òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨ ïîðîäæóþòü ñèñòåìè, âñþäè ùiëüíi â R[0;1]).

ÒÅÎÐ. ÐÐÏ iñíóþòü.
J Íåõàé β ∈ R\Q, εn := {nβ}. Óçÿâøè ∀k ∈ Z, k 6= 0, ìà¹ìî:

Sn(ε) =
n∑

m=1
e2πi·kεm =

n∑
m=1

e2πi·k{mβ} =

=
n∑

m=1
e2πi·k(mβ−[mβ]) =

n∑
m=1

e2πi·kmβ · 1 = e2πi·kβ · 1−e2πi·nβ
1−e2πi·kβ

|Sn(ε)| = |e2πi·kβ| · |1−e
2πi·nβ |

|1−e2πi·kβ | 6
2

|1−e2πi·kβ |
à e2πi·kβ 6= 1, iíàêøå 2πi · kβ = 2πi · l ⇒ β = l

k ∈ Q �
⊗
. Çíà÷èòü, | 1nSn(ε)| 6

2
|1−e2πi·kβ | ·

1
n −−−→n→∞

0 ⇒ 1
nSn(ε) −−−→n→∞

0. Çà êðèòåði¹ì Âåéëÿ, ε � ÐÐÏ. I

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ÐÐÏ äîñòàòíüî ¾áàãàòî¿. Òî÷íiøå,

ÒÅÎÐ. (Ìåòðè÷íà òåîðåìà). Íåõàé {αi}∞i=1 � ïîñëiäîâíiñòü ðiçíèõ öiëèõ
÷èñåë. Òîäi εn = {αnx}, n ∈ N, ¹ ÐÐÏ ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [0; 1].

J Âiçüìåìî öiëå k 6= 0. Íåõàé S(N ;x) = 1
N

N∑
n=1

e2πi·kεn =

= 1
N

N∑
n=1

e2πi·k{αnx} = 1
N

N∑
n=1

e2πi·kαnx · e−2πi·k[αnx] = e2πi·kαnx

õî÷åìî äîâåñòè, ùî S(N ;x) −−−→
n→∞

0 ìàéæå ñêðiçü íà x ∈ [0; 1].

S(N ;x) · S(N ;x) = 1
N2

N∑
n=1

e2πi·kαnx
N∑
m=1

e−2πi·αmx = 1
N2

N∑
n,m=1

e2πi·k(αn−αm)x

Ïðîiíòåãðó¹ìî öþ ðiâíiñòü ïî x âiä 0 äî 1: ÿêùî r ∈ Z i r 6= 0, òî
1∫

0

e2πi·rxdx = 1
2πir(e

2πi·r − 1) = 0, òîìó ç
N∑

n,m=1
ëèøàþòüñÿ äîäàíêè ç n = m.

Òàêèõ äîäàíêiâ � N , çâiäêè
1∫

0

|S(N ;x)|2dx = 1
N2 ·N = 1

N .

ßêùî çàìiñòü N óçÿòè N 2:
1∫

0

|S(N 2;x)|2dx = 1
N2 . Çíà÷èòü,

∞∑
N=1

1∫
0

|S(N 2;x)|2dx =
∞∑
N=1

1
N2 = π2

6 <∞
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Çà ëåìîþ Ôàòó
1∫

0

∞∑
N=1

|S(N 2;x)|2dx < ∞. Çâiäñè, ðÿä ïiä çíàêîì
∫
çáiãà-

¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü íà [0; 1], òîìó ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [0; 1] çàãàëüíèé ÷ëåí
öüîãî ðÿäó ïðÿìó¹ äî 0: lim

N→∞
S(N 2;x)→ 0.

Äëÿ ∀N ∈ N ∃m ∈ N: m2 6 N < (m + 1)2 (ïðè öüîìó m 6
√
N i

N −m2 < 2m+ 1). Òîäi

|S(N ;x)| 6 |S(m2;x)|+ 1
N |

N∑
n=m2+1

e2πi·kαnx| 6

6 |S(m2;x)|+ 1
N (N −m2) 6 |S(m2;x)|+ 1

N · 2m
çíà÷èòü, |S(N ;x)| 6 |S(m2;x)|+ 2√

N
. Ïðè N →∞:m2 →∞⇒ |S(m2;x)| → 0

ÌÑ íà x ∈ [0; 1] òà 2√
N
→ 0 � îòæå, S(N ;x) −−−→

N→∞
0 ÌÑ íà x ∈ [0; 1].

Ïðèáèðàþ÷è ç [0; 1] óñi òî÷êè (0-ìiðè äëÿ êîæíîãî öiëîãî k 6= 0), äå òàêî¨
çáiæíîñòi íåìà¹, îòðèìó¹ìî, ùî âîíà ìà¹ ìiñöå ÌÑ íà [0; 1]. Êðèòåðié Âåéëÿ
çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. I

Àíàëîãi÷íî ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ÐÐÏ âåêòîðiâ {ei}:

ÎÇÍ. {ei}∞i=1 = {(e(1)
i ; ...; e

(s)
i )}∞i=1, äå e

(j)
i ∈ [0; 1], j = 1, s, íàçèâà¹òüñÿ ÐÐ

â Ds = [0; 1]s � îäèíè÷íîìó ãiïåðêóái â Rs, ÿêùî äëÿ ∀f ∈ R(Ds)

lim
n→∞

1
n

n∑
m=1

f(em) =
∫
Ds

f(x)dx

ÒÅÎÐ. (Áàãàòîâèìiðíèé êðèòåðié Âåéëÿ). {ei}i∈N ¹ ÐÐÏ â Ds òîäiäîò
∀k = (k1; k2; ...; ks) ∈ Zs, k 6= θ (óñi ki íå äîðiâíþþòü 0 îäíî÷àñíî):

lim
n→∞

1
n

n∑
m=1

e2πi·<k;em> = 0, äå < k; em >=
s∑
j=1

kje
(j)
m

Öåé êðèòåðié ïåðåêîíó¹ â iñíóâàííi ÐÐÏ ó Ds. Äîñòàòíüî âçÿòè Í/Ç íàä
ïîëåì Q s ðiçíèõ iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë β1, β2, ..., βs (∀l1, ..., ls ∈ Z, äå l 6= θ:
l1β1 + ...+ lsβs 6= 0), òîäi en = ({nβ1}; ...; {nβs}) áóäå ÐÐÏ â Ds.

Â îñíîâó öèõ îçíà÷åíü ïîêëàäåíî òåîðåòèêî-÷èñëîâèé àíàëîã Â. 4 Í/Ç ÑÐ
Â× òà ÂèïÂåê â Ds. ßêùî âèìàãàòè àíàëîãè Â. 2 i Â. 3, ìàòèìåìî

ÎÇÍ. {εi} íàçèâà¹òüñÿ s-ÐÐÏ, ÿêùî ei = (εi; εi+1; ...; εi+s−1) ¹ ÐÐÏ â Ds.

ÎÇÍ. {εi} íàçèâà¹òüñÿ s-Í/Ç ÐÐÏ, ÿêùî ek;s = (ε(k−1)s+1; ε(k−1)s+2; ...; εks)
¹ ÐÐÏ â Ds.

Âiäîìî, ùî s-ÐÐÏ ìîæíà îòðèìóâàòè çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ (âiä k)
ρ

(s)
k =

{(
ks + Ps−1(k)

)
β
}
, äå β ∈ R\Q, Ps−1 ∈ Ps−1[Z] i degPs−1 = s− 1
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Ïîñëiäîâíîñòi, s-ÐÐ äëÿ ∀s ∈ N, íàçèâàþòüñÿ öiëêîì ÐÐ. Òàêó âëàñòèâiñòü
ìàéæå íàïåâíå ìà¹ ïîñëiäîâíiñòü ðåàëiçàöié ÑÐ Â×.

1.3. Ãåíåðàòîðè ïñåâäîâèïàäêîâèõ ÷èñåë

Ïñåâäîâèïàäêîâèìè (ÏÂ) íàçèâà¹ìî ïîñëiäîâíîñòi {xn}, îòðèìàíi äåòåð-
ìiíîâàíèì àëãîðèòìîì (àáî ãåíåðàòîðîì) âèäó xn = f(xn−1;xn−2; ...;xn−k) (ó
íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó xn = f(xn−1)), ÿêi íàáëèæåíî ìàþòü ÂÂ. 1�5 ðåàëi-
çàöié Í/Ç ÑÐ Â×.

Ç ïðàêòè÷íî¨ òî÷êè çîðó ëåãøå äîñëiäæóâàòè àëãîðèòìè äëÿ öiëî÷èñåëü-
íèõ ïîñëiäîâíîñòåé, íå âðàõîâóþ÷è îñîáëèâîñòi îêðóãëåííÿ íåöiëèõ ÷èñåë ó
êîìï'þòåðíié àðèôìåòèöi.

Îäèí ç ïåðøèõ ÃÏÂ× � ìåòîä ñåðåäèí êâàäðàòiâ ôîí Íåéìàíà:

xn = a
(n)
2k a

(n)
2k−1...a

(n)
1 → x2

n = b
(n)
4k b

(n)
4k−1...b

(n)
1 , xn+1 = b

(n)
3k b

(n)
3k−1...b

(n)
k+1

Öå äîñèòü ¾áiäíå¿ äæåðåëî ÏÂ×. Íà ïî÷àòêó 1950-õ ðð. Äæ. Ôîðñàéò,
ïðàöþþ÷è iç 4-çíà÷íèìè ÷èñëàìè, ïåðåâiðèâ éîãî íà 16 ïî÷àòêîâèõ çíà÷åííÿõ
� ç íèõ 12 ïðèâåëè äî öèêëó 6100 → 2100 → 4100 → 8100 → 6100 → ..., à
ùå 2 � äî âèðîäæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ç íóëiâ.

Í. Ê. Ìåòðîïîëiñ äîñëiäèâ éîãî äëÿ 20-ðîçðÿäíèõ äâiéêîâèõ ÷èñåë i âè-
ÿâèâ, ùî iñíó¹ âñüîãî 13 öèêëiâ, ç íàéáiëüøîþ äîâæèíîþ ïåðiîäà 142 (ïðè
òîìó, ùî çàãàëüíà êiëüêiñòü 20-áiòíèõ ÷èñåë � 220 = 1048576).

1.3.1. Ëiíiéíèé êîíãðóåíòíèé ìåòîä

xn+1 = (axn + c) mod m
äå n ∈ Z+, à öiëi ÷èñëà m � ìîäóëü, a � ìíîæíèê, c � ïðèðiñò. x0, ç ÿêîãî
ïî÷èíà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü, ÷àñòî íàçèâàþòü çåðíîì (seed).
{xn}∞n=0 íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîíãðóåíòíîþ ïîñëiäîâíiñòþ (ËÊÏ).
Íåõàé m = 10, a = c = x0 = 3. Òîäi x1 = (3 · 3 + 3) mod 10 = 2, x2 = 9,

x3 = 0, x4 = 3, ... � óâiéøëè äî êîðîòêîãî öèêëó. Î÷åâèäíî, öå ¾ïîãàíà¿
iìiòàöiÿ âèïàäêîâîñòi. ßê îáèðàòè m, a, c òà x0, àáè âîíà áóëà ¾õîðîøîþ¿?

Íà êîìï'þòåðàõ, ùî âèêîðèñòîâóþòü áiíàðíó àðèôìåòèêó, ÿê ïðàâèëî âè-
áèðàþòü m = 2ε, äå ε � êiëüêiñòü áiòiâ ó çìiííié öiëî÷èñåëüíîãî òèïó. Îäíîþ
ç ãîëîâíèõ âèìîã äî ËÊÌ ¹ íàéáiëüøà ìîæëèâà äîâæèíà ïåðiîäó ïîñëiäîâ-
íîñòi � m. Çîêðåìà, ìàëåíüêi m íå ãîäÿòüñÿ, íàïðèêëàä, äëÿ m = 2 áóäå
âñüîãî 3 òèïè ïîñëiäîâíîñòåé: 0, 0, ... àáî 1, 1, ... àáî 0, 1, 0, 1, ....

ÒÅÎÐ. ËÊÏ, âèçíà÷åíà ïàðàìåòðàìè m, a, c òà x0, ìà¹ ïåðiîä m (íàáiëü-
øèé ç ìîæëèâèõ) òîäiäîò
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1) c òà m âçà¹ìíî ïðîñòi (ÂÏ): ÍÑÄ(c,m) = 1;
2) p|b = a− 1 äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî p|m;
3) ÿêùî 4|m, òî 4|b.

Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò ìà¹ ìiñöå äëÿ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ êîíãðóåíòíèõ
ïîñëiäîâíîñòåé (ÌÊÏ) ç c = 0. Ââåäåìî êiëüêà îçíà÷åíü.

ÎÇÍ. ßêùî a im ÂÏ, òî min{λ ∈ N | aλ ≡ 1(mod m)} íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿä-
êîì a çà ìîäóëåì m (òàêi λ iñíóþòü: çà òåîðåìîþ Åéëåðà aϕ(m) ≡ 1(mod m)).

Íåõàé λ(m) � ìàêñèìàëüíèé ç ïîðÿäêiâ a, êîòði ÂÏ ç m, çà ìîäóëåì m.

ÎÇÍ. ßêùî ïîðÿäîê a çà ìîäóëåì m äîðiâíþ¹ λ(m), òî a íàçèâà¹òüñÿ
ïåðâiñíèì åëåìåíòîì çà ìîäóëåì m.

ÒÂ. λ(m) âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:
λ(2) = 1, λ(4) = 2, λ(2k) = 2k−2 äëÿ k > 3.
λ(pk) = pk−1(p− 1), ÿêùî ïðîñòå p > 2.
λ(pk11 p

k2
2 × ...× pkss ) = ÍÑÊ(λ(pk11 );λ(pk22 ); ...;λ(pkss ), äå pi � ðiçíi ïðîñòi.

ÒÅÎÐ. (Ãàóññ, 1801). Ïðè c = 0 íàéáiëüøèì ìîæëèâèì ïåðiîäîì ÌÊÏ ¹
λ(m), i âií äîñÿãà¹òüñÿ, ÿêùî:

1) m òà x0 � ÂÏ;
2) a � ïåðâiñíèé åëåìåíò çà ìîäóëåì m.

ÒÂ. Íåõàé m = 2ε, ε > 4. a ¹ ïåðâiñíèì åëåìåíòîì çà ìîäóëåì m òîäiäîò
a ≡ 3 (mod 8) àáî a ≡ 5 (mod 8). Ó öüîìó âèïàäêó äîâæèíà ïåðiîäó ¹ m

4 .

ÇÀÓÂ.Íàéáiëüøà äîâæèíà ïåðiîäó íå ¹ äîñòàòíüîþ âèìîãîþ; íàïðèêëàä,
òàêèé ïåðiîä ìà¹ ËÊÏ xn+1 = (xn + 1) mod m.

Íàâåäåìî îñíîâíi ïðàâèëà âèáîðó ïàðàìåòðiâ ËÊÌ:

1) m ïîâèííî áóòè âåëèêèì, ùîíàéìåíøå 230.
2) ßêùî m = 2ε, òî a âèáèðà¹òüñÿ òàê, ùîá a ≡ 5 (mod 8). ßêùî m = 10δ,

òî a ≡ 21 (mod 200).
3) 1

100m < a < 99
100m, ïðè÷îìó äâiéêîâi ÷è äåñÿòêîâi öèôðè a íå ïîâèííi

ìàòè ðåãóëÿðíó ñòðóêòóðó íà êøòàëò 12345.
4) c òà m ïîâèííi áóòè ÂÏ; äëÿ m = 2ε öå îçíà÷à¹, ùî c íåïàðíå. Ïðè

c = 0 íàéáiëüøà äîâæèíà ïåðiîäó çìåíøó¹òüñÿ â 4 ðàçè.
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5) ßêùî c 6= 0, òî x0 ìîæíà âèáèðàòè äîâiëüíèì. ßêùî æ c = 0 i m = 2ε,
òî x0 ïîâèííî áóòè íåïàðíèì.

Íàâiòü ïðè âèêîíàííi öèõ âèìîã
1) Ìîëîäøi çíà÷óùi öèôðè xn íå ¹ äîñòàòíüî âèïàäêîâèìè.
2) Ïiñëÿ ãåíåðóâàííÿ ïðèáëèçíî m

1000 ÷ëåíiâ ïîâåäiíêà ïîñëiäîâíîñòi ïî-
÷èíà¹ ïîâòîðþâàòèñü. Ïðèìiðîì, äëÿ m = 232 íåîáõiäíî çìiíþâàòè a ÷åðåç
êîæíi êiëüêà ìiëüéîíiâ êðîêiâ.

ßêùî ïðîöåäóðà ïåðåäáà÷à¹ âiäòâîðþâàíiñòü, òðåáà òàêîæ çáåðiãàòè âñi
ïàðàìåòðè, ùî âèçíà÷àþòü ïîñëiäîâíiñòü, âêëþ÷íî ç ìîìåíòàìè ¨õ çìiíè.

ÏÐ. x0 = 5772156649, xn+1 = (3141592653xn + 2718281829) mod 235;
x0 = 1781072418, xn+1 = (2718281829xn + 3141592653) mod 235.

1.3.2. Iíøi ÃÏÂ×

ÇÀÓÂ. 1. Îá÷èñëåííÿ f(xn) = xn+1 äëÿ ñêëàäíî¨ f çàéìà¹ áàãàòî ÷àñó.
ÇÀÓÂ. 2. ×èì ñêëàäíiøå f , òèì âàæ÷å òåîðåòè÷íî îá ðóíòîâóâàòè ÿêî-

ñòi âiäïîâiäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}.

• Êâàäðàòè÷íèé êîíãðóåíòíèé ìåòîä
xn+1 = (dx2

n + axn + c) mod m

Íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè íàéáiëüøî¨ äîâæèíè ïåðiîäó m:
1) c òà m � ÂÏ;
2) p|d i p|(a− 1) äëÿ âñiõ íåïàðíèõ ïðîñòèõ p|m;
3) ÿêùî 4|m, òî 2|d i d ≡ (a−1)(mod 4); ÿêùî 2|m, òî d ≡ (a−1)(mod 2);
4) ÿêùî 9|m, òî d 6≡ 3c( mod 9).

Âàðiàíò Ð. Êîâåþ: x0 = 2(mod 4), xn+1 = xn(xn + 1) mod 2ε.

• Ãåíåðàòîð Ôiáîíà÷÷i iç çàïiçíåííÿì
xn+1 = (xn−k + xn−l) mod m

Îäèí ç ïåðøèõ òàêèõ çàïðîïîíóâàëè Äæ. Ìiò÷åë òà Ä. Ìóð ó 1958 ð.:
xn = (xn−24 + xn−55) mod m, n > 55

äå 2|m, à x0, x1, ..., x54 � äîâiëüíi, àëå íå âñi ïàðíi ÷èñëà.
24 i 55 çàáåçïå÷óþòü äîâæèíó ïåðiîäó ìîëîäøîãî äâiéêîâîãî ðîçðÿäó,

xn mod 2, ðiâíó 255− 1. Ïðè m = 2ε ïåðiîä âñi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}n∈N ñòàíî-
âèòü 2ε−1(255 − 1). ×èñëà 24 i 55 â òàêîìó ÃÏÂ× íàçèâàþòüñÿ çàïiçíåííÿìè.
Êiëüêà ïàð ç àíàëîãi÷íîþ âëàñòèâiñòþ íàéáiëüøî¨ äîâæèíè ïåðiîäó:

(30;127), (38;89), (37;100), (83;258), ..., (7083;19937)
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Òàêi ãåíåðàòîðè âèêîðèñòîâóâàëèñü ç êiíöÿ 1950-õ, îäíàê ó 1990-òi ç'ÿ-
ñóâàëîñü, ùî âîíè íå ïðîõîäÿòü ïåâíèé òåñò íà âèïàäêîâiñòü, ò.ç. ¾êðèòåðié
ïðîìiæêiâ ìiæ äíÿìè íàðîäæåííÿ¿.

• Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàòîð âèïàäêîâèõ áiòiâ (0 òà 1), çàïðîïîíîâàíèé òà
äîñëiäæåíèé Ð. Òàóñâîðòîì.

Íåõàé (c1; c2; ...; cn) ∈ {0; 1}n, ïðè÷îìó cn = 1 i ïîëiíîì f(x) = 1 + c1x +
c2x

2 + ... + cnx
n ¹ ïðèìiòèâíèì íàä ïîëåì GF (2) çàëèøêiâ çà ìîäóëåì 2,

òîáòî íå ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê ïîëiíîìiâ ìåíøîãî ñòåïåíÿ íàä öèì ïîëåì.
Ïðèìiðîì, äëÿ n = 35 òàêèì áóäå (0; 0; ...; 0; 1; 0; 1)2.

Ïîñëiäîâíiñòü áiòiâ {εi}i∈N âèçíà÷à¹òüñÿ ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì
εk = c1εk−1 + c2εk−2 + ...+ cnεk−n (mod 2)

Ïðèìiòèâíiñòü f(x) çàáåçïå÷ó¹ ìàêñèìàëüíó äîâæèíó ïåðiîäó, � 2n − 1.

• Êîìáiíóâàííÿ êiëüêîõ ÃÏÂ× : íàïðèêëàä, ìàþ÷è äâi ïîñëiäîâíîñòi, ïî-
áóäîâàíi ðiçíèìè ãåíåðàòîðàìè, ìîæíà âèêîðèñòàòè îäíó äëÿ ïåðåñòàíîâêè
åëåìåíòiâ iíøî¨; öå ò.ç. ðàíäîìiçàöiÿ ïåðåìiøóâàííÿì.

1.4. Åìïiðè÷íi êðèòåði¨ ðiâíîìiðíîñòi

Îïèøåìî îñíîâíi òåñòè ñòàíäàðiâíîìiðíîñòi äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë.
Åìïiðè÷íèìè âîíè íàçèâàþòüñÿ òîìó, ùî ïðàöþþòü íå iç ÃÏÂ× i éîãî ïà-
ðàìåòðàìè, à âæå ç âèäàíîþ íèì ïîñëiäîâíiñòþ.

Äåÿêi ç íèõ ïðèçíà÷åíi äëÿ ïåðåâiðêè ïîñëiäîâíîñòåé ÷èñåë ç [0; 1], äåÿêi
� ïîñëiäîâíîñòåé öiëèõ ÷èñåë âiä 0 äî d−1. Ïåðøi (xn) òà äðóãi (zn) ïîâ'ÿçàíi
ñïiââiäíîøåííÿìè xn = zn

d , zn = [dxn].

•Êðèòåðié ðiâíîìiðíîñòi/÷àñòîò.Ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî {xn} ðiâíîìiðíî ðîç-
ïîäiëåíà íà [0; 1], êðèòåði¹ì Êîëìîãîðîâà-Ñìiðíîâà àáî, ðîçäiëèâøè [0; 1] íà
d iíòåðâàëiâ äîâæèíè 1

d , çàñòîñó¹ìî êðèòåðié χ
2 äëÿ ïåðåâiðêè, ùî xn ïîòðà-

ïëÿþòü â êîæåí ç îäíàêîâîþ éìîâiðíiñòþ pi = 1
d .

• Êðèòåðié ñåðié. Ðîçãëÿäà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü öiëèõ {zi}ni=1 âiä 0 äî d− 1.
Äëÿ ¾õîðîøî¨¿ (ó ñåíñi âèïàäêîâîñòi) ïîñëiäîâíîñòi ïàðè (k; l) = (z2i−1; z2i)
ç'ÿâëÿòèìóòüñÿ ïðèáëèçíî ç îäíàêîâîþ ÷àñòîòîþ. Îòæå, ìà¹ìî d2 êàòåãîðié,
äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ òåîðåòè÷íà éìîâiðíiñòü ïàði (z2i−1; z2i) ïîòðàïèòè â öþ êà-
òåãîðiþ � 1

d2 . Ïîðiâíþþ÷è öi éìîâiðíîñòi ç åìïiðè÷íèìè ÷àñòîòàìè êðèòåði¹ì
χ2, ðîáèìî âèñíîâîê ùîäî ãiïîòåçè ïðî ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà çðîáèòè äëÿ òðiéîê, ..., m-îê; ïðè öüîìó òðåáà ñëiäêó-
âàòè, ùîá ó êîæíié êàòåãîði¨ áóëî ïðèíàéìíi 5 m-îê ç âèáiðêè.
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• Êðèòåðié iíòåðâàëiâ. Ðîçãëÿäà¹ìî {xk}nk=1 ç [0; 1]. Äëÿ 0 6 α < β 6 1
ïîðàõó¹ìî êiëüêiñòü iíòåðâàëiâ � ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi ïåðåä òèìè xk, êîòði
ïîòðàïèëè â [α; β]. Îòæå, iíòåðâàë � ïiäïîñëiäîâíiñòü xj, xj+1, ..., xj+r, äå
xj+r ∈ [α; β], à âñi iíøi xj+i /∈ [α; β]. r íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíîþ iíòåðâàëó;
óçÿâøè ïåâíå öiëå t, ïîëi÷èìî iíòåðâàëè äîâæèí 0, 1, ..., t − 1 òà îêðåìî �
¾çàâåëèêi¿, äîâæèíè íå ìåíøî¨ t. Ìàòèìåìî íàáið êiëüêîñòåé ν0, ν1, ..., νt−1

òà νt. Âiäìiòèìî, ùî iíòåðâàëè ìîæóòü íàêëàäàòèñü.
Òåîðåòè÷íà éìîâiðíiñòü iíòåðâàëó äîâæèíè r ñòàíîâèòü pr = p(1−p)r ïðè

r = 0, t− 1 òà pt = (1 − p)t (ñóìàðíà äëÿ r > t), äå p = β − α. Áëèçüêiñòü
åìïiðè÷íèõ ÷àñòîò νr

n äî éìîâiðíîñòåé {pr} ïåðåâiðÿ¹ìî êðèòåði¹ì χ2.

• Ïîêåð-êðèòåðié/êðèòåðié ðîçáèòòiâ. Äiëèìî ïîñëiäîâíiñòü öiëèõ {zk}
íà ¾ï'ÿòiðêè¿ (z5j; z5j+1; ...; z5j+4) i ðàõó¹ìî, ñêiëüêè ðàçiâ çóñòðiëèñü íàñòóïíi
êîìáiíàöi¨ (ïîðÿäîê âñåðåäèíi ãðóïè íåñóòò¹âèé):

1) abcde � óñi ÷èñëà ðiçíi; 2) aabcd � îäíà ïàðà;
3) aabbc � äâi ïàðè; 4) aaabc � òðè ÷èñëà îäíîãî âèäó;
5) aaabb � ïîâíèé íàáið; 6) aaaab � ÷îòèðè ÷èñëà îäíîãî âèäó;
7) aaaaa � óñi ÷èñëà îäíàêîâi.
Àáî ìîæíà ðàõóâàòè ãðóïè ç ïåâíîþ êiëüêiñòþ ðiçíèõ ÷èñåë � òîäi êàòå-

ãîðié áóäå 5; ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ãðóï ç k ïîñëiäîâíèõ çíà÷åíü, òåîðåòè-
÷íà éìîâiðíiñòü ãðóïè ç r ðiçíèìè ÷èñëàìè � pr = d(d−1)×...×(d−r+1)

dk
· { kr }, äå

{mn } = Smn = 1
m!

m∑
s=1

(−1)m−sCs
ms

n � ÷èñëà Ñòiðëiíãà 2-ãî ðîäó.

×àñòîòè νr
n ïîðiâíþ¹ìî ç éìîâiðíîñòÿìè pr êðèòåði¹ì χ2 (òóò νr � êiëü-

êiñòü ãðóï ç r ðiçíèìè ÷èñëàìè).

• Êðèòåðié çáèðàííÿ êóïîíiâ. Âèçíà÷à¹ìî ó ïîñëiäîâíîñòi öiëèõ {zk} âiä-
ðiçêè zj+1, zj+2, ..., zj+r, ùî ìiñòÿòü óñi ÷èñëà âiä 0 äî d−1. Íåõàé r � äîâæèíà
òàêîãî âiäðiçêà; óçÿâøè öiëå t > d, çíàõîäèìî êiëüêîñòi âiäðiçêiâ äîâæèíè d
� νd, d + 1 � νd+1, ..., t − 1 � νt−1, òà îêðåìî äîâæèí, íå ìåíøèõ t � νt.
Òåîðåòè÷íà éìîâiðíiñòü, ç ÿêîþ âiäðiçîê ìà¹ äîâæèíó r �

pr = d!
dr ·
{
r−1
d−1

}
äëÿ d 6 r < t, pt = 1− d!

dt−1 ·
{
t−1
d

}
Äàëi êðèòåði¹ì χ2 ïîðiâíþ¹ìî ÷àñòîòè νr

n ç éìîâiðíîñòÿìè pr.

• Êðèòåðié ïåðåñòàíîâîê. Ðîçãëÿäà¹ìî {xk} ç [0; 1] òà ðîçáèâà¹ìî ¨õ íà
ïîñëiäîâíi ãðóïè ïî t ÷èñåë. ßêùî éìîâiðíiñòü ñïiâïàäiííÿ ÷èñåë íóëüîâà,
òî çíà÷åííÿ â êîæíié ãðóïi ìîæíà óïîðÿäêóâàòè çà çðîñòàííÿì t! ðiçíèìè
ñïîñîáàìè, i òåîðåòè÷íà éìîâiðíiñòü êîæíîãî ç íèõ òà ñàìà, ùî é ó iíøèõ,
çâiäêè pr = 1

t! . Ïîðàõóâàâøè ãðóïè, äå ÷èñëà óïîðÿäêîâóþòüñÿ r-ì ñïîñîáîì,
r = 1, t!, ìàòèìåìî ÷àñòîòè νr

n , ÿêi ïîðiâíþ¹ìî ç pr êðèòåði¹ì χ2.
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• Êðèòåðié ìîíîòîííîñòi ïåðåâiðÿ¹ ðîçïîäië äîâæèí ìîíîòîííèõ ñåðié
â äàíié ïîñëiäîâíîñòi; ÷àñòîòè ìàþòü áóòè áëèçüêi äî ïåâíèõ éìîâiðíîñòåé.

• Êðèòåðié ¾ìàêñèìóì-t¿. Ðîçãëÿäà¹ìî {xk} ç [0; 1], ïîäiëèâøè ¨õ íà ãðó-
ïè ïî t ÷èñåë. Ïåðåâiðÿ¹ìî ðîçïîäië yj = max{xtj;xtj+1; ...;xtj+t−1}; ÿêùî

{xk} Í/Ç i ÑÐ, òî P{yj < x} =
t−1∏
r=0

P{xtj+r < x} = xt. Áëèçüêiñòü äî öüîãî

ðîçïîäiëó åìïiðè÷íîãî ïåðåâiðÿ¹ìî êðèòåði¹ì Êîëìîãîðîâà-Ñìiðíîâà.

• Êðèòåðié êîíôëiêòiâ. Íåäîëiêîì äåÿêèõ ïîïåðåäíiõ êðèòåði¨â ¹ íåîáõi-
äíiñòü ìàòè õî÷à á îäíó (à êðàùå áiëüøå) ðåàëiçàöiþ ó êîæíié êàòåãîði¨.

Íåõàé ¹ m êàòåãîðié òà n ðåàëiçàöié, i n << m. Áiëüøiñòü ðåàëiçàöié
ïîòðàïèòü â êàòåãîði¨, äå íåìà¹ iíøèõ; ÿêùî äàíà ðåàëiçàöiÿ ïîòðàïèëà â
êàòåãîðiþ ç iíøèìè, ñêàæåìî, ùî âiäáóâñÿ ¾êîíôëiêò¿. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî
áóäå ðiâíî r êîíôëiêòiâ, pr = m(m−1)×...×(m−n+r+1)

mn · { n
n−r }, äå r = 0, n.

Ââàæà¹ìî, ùî ÃÏÂ× ïðîõîäèòü äàíèé òåñò, ÿêùî êîíôëiêòiâ ¾íå äó-
æå ìàëî¿ i ¾íå äóæå áàãàòî¿. Íàïðèêëàä, êîëè m = 220 i n = 214, áóäå
P{r 6 101} ≈ 0.009, P{r 6 126} ≈ 0.476, P{r 6 153} ≈ 0.989. Îòæå, ÿêùî
êîíôëiêòiâ áóëî ìåíøå 101 àáî áiëüøå 153, òåñò íå ïðîéäåíî.

• Êðèòåðié ïðîìiæêiâ ìiæ äíÿìè íàðîäæåííÿ. Ðîçãëÿäà¹ìî ïîñëiäîâ-
íiñòü öiëèõ {zk}nk=1 âiä 0 äî d−1, ïðè÷îìó d >> n. Íàçâåìî ÷èñëà âiä 0 äî d−1
¾äíÿìè ðîêó¿, à {zk} � ¾äíÿìè íàðîäæåííÿ¿. Ðîçòàøó¹ìî {zk} çà íåñïàäàí-
íÿì � z(1) 6 z(2) 6 ... 6 z(n), âèçíà÷èìî ïðîìiæêè ìiæ íèìè s1 = z(2) − z(1),
..., sn−1 = z(n)−z(n−1) òà sn = z(1) +d−z(n), i óïîðÿäêó¹ìî ïðîìiæêè çà íåñïà-
äàííÿì � s(1) 6 s(2) 6 ... 6 s(n). Íåõàé R � êiëüêiñòü îäíàêîâèõ ïðîìiæêiâ,
òîáòî òàêèõ j, ùî sj = sj−1. Äëÿ d = 235 òà n = 29 = 512

x 0 1 2 > 3
PR(x) 0.37 0.37 0.18 0.08

Êðèòåði¹ì χ2 ïîðiâíþ¹ìî öåé òåîðåòè÷íèé ðîçïîäië R ç åìïiðè÷íèì.

• Êðèòåðié ñåðiéíî¨ êîðåëÿöi¨. Äëÿ {xk}n−1
k=0 ç [0; 1] îá÷èñëèìî ñòàòèñòèêó

C =

[
n
n−1∑
k=0

xkx(k+1) mod n

]
−
[n−1∑
k=0

xk

]2[
n
n−1∑
k=0

x2k

]
−
[n−1∑
k=0

xk

]2
ßêùî C ≈ 0, ìîæíà ãîâîðèòè ïðî âiäñóòíiñòü ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi; ÿêùî

C ≈ ±1 � ïðî ñèëüíó ëiíiéíó çàëåæíiñòü. Îñêiëüêè xkxk+1 íå ¹ Í/Ç âiä
xk+1xk+2 (ñïiëüíèé ìíîæíèê xk+1), òî âiä ¾õîðîøî¨¿ ïîñëiäîâíîñòi î÷iêó¹ìî,
ùîá C ëåæàëî â ìåæàõ (µn − 2σn;µn + 2σn), äå µn = − 1

n−1 , à σ
2
n = n2

(n−1)2(n−2)

(äëÿ ñïðàâæíüî¨ âèáiðêè ç ÑÐ ðîçïîäiëó éìîâiðíiñòü öüîãî áëèçüêà äî 95 %).
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•Êðèòåðié ïiäïîñëiäîâíîñòi.Ïîñëiäîâíim-êè ÷èñåë, âèäàíèõ ÃÏÂ×, òåæ
ïîâèííi áóòè âèïàäêîâèìè. Ïåðåâiðèìî öå, çàñòîñóâàâøè äî ïåðåñòàíîâêè

x0, xm, x2m, ...; x1, xm+1, x2m+1, ...; ...; xm−1, x2m−1, x3m−1, ...
îïèñàíi âèùå êðèòåði¨.

Öå ïðèêëàä ¾ìåòàêðèòåðiÿ¿, êîëè âèõiäíó ïîñëiäîâíiñòü ïåðåòâîðþ¹ìî ó
íîâó, äëÿ ÿêî¨ âiäïîâiäíèé òåîðåòè÷íèé ðîçïîäië íå çìiíþ¹òüñÿ. Âiäòàê ïåðå-
âiðÿ¹ìî íîâó ïîñëiäîâíiñòü òèìè æ êðèòåðiÿìè, êîòði áðàëè äëÿ âèõiäíî¨.

ÇÀÓÂ. ÃÏÂ×, ÿêi ïðîõîäÿòü îäíi òåñòè é íå ïðîõîäÿòü iíøi:
� Ìåòîä ñåðåäèí êâàäðàòiâ çàäîâîëüíÿ¹ êðèòåðié ÷àñòîò, iíòåðâàëiâ i ðîç-

áèòòiâ, àëå ïðîâàëþ¹ êðèòåðié ñåðié;
� ËÊÌ íå ïðîõîäÿòü êðèòåðié ìîíîòîííîñòi (çàìàëî ñåðié äîâæèíè 1);
� ãåíåðàòîð Ôiáîíà÷÷i iç çàïiçíåííÿì íå ïðîõîäèòü îäíîðîçðÿäíèé êðèòå-

ðié ÷àñòîò òà êðèòåðié ïðîìiæêiâ ìiæ äíÿìè íàðîäæåííÿ.

• Ñïåêòðàëüíèé êðèòåðié � îäèí ç íàéïîòóæíiøèõ (âñi ÃÏÂ×, ÿêi òåïåð
ââàæàþòüñÿ ¾ïîãàíèìè¿, íå ïðîõîäÿòü éîãî, à âñi ¾õîðîøi¿ � òàê).

Âií áàçó¹òüñÿ íà ïåðåâiðöi ñïiëüíèõ ðîçïîäiëiâ s ïîñëiäîâíèõ ÷ëåíiâ {xk}
� (xk;xk+1; ...;xk+s−1) Ìíîæèíà As òî÷îê ç òàêèìè êîîðäèíàòàìè â Ds âè-
çíà÷à¹ òàê çâàíi s-âèìiðíi ¾òî÷íîñòi¿ νs, ùî õàðàêòåðèçóþòü íåðåãóëÿðíiñòü
ñòðóêòóðè äàíî¨ ìíîæèíè; ÷èì âèùå ¾òî÷íiñòü¿, òèì ¾êðàùîþ¿ ââàæà¹òüñÿ
äîñëiäæóâàíà ïîñëiäîâíiñòü.

Íåõàé S � ñêií÷åííèé íàáið ïàðàëåëüíèõ (s − 1)-âèìiðíèõ ãiïåðïëîùèí,
êîæíà ç ÿêèõ ïðîõîäèòü õî÷à á ÷åðåç îäíó òî÷êó As, ïðè÷îìó êîæíà òî÷êà As

íàëåæèòü ðiâíî îäíié ãiïåðïëîùèíi ç S. Î÷åâèäíî, òàêèõ íàáîðiâ ¾áàãàòî¿.
Äëÿ êîæíîãî ç íèõ ïîçíà÷èìî ÷åðåç ρs(S) íàéìåíøó âiäñòàíü ìiæ ñóìiæíèìè
ãiïåðïëîùèíàìè ç S. Òîäi νs := 1/max

S
ρs(S).

Öåé êðèòåðié çàñòîñîâó¹òüñÿ (ÿê ïðàâèëî) ïðè s 6 6, áî iç çðîñòàííÿì s
÷àñ âèêîíàííÿ âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó çðîñòà¹ åêñïîíåíöiéíî. Ïåðåâiðêó ñëiä
âèêîíóâàòè äëÿ âñiõ ðîçìiðíîñòåé s âiä 1 äî íàéáiëüøî¨.
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2. Ìîäåëþâàííÿ çàäàíîãî ðîçïîäiëó

Ââàæàòèìåìî, ùî ó íàñ ¹ íàäiéíèé ÃÏÂ×, çäàòíèé iìiòóâàòè âèáiðêó çi
ÑÐ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, íà éîãî îñíîâi ìîæíà îòðèìóâàòè, ïðèíàéìíi òåîðåòè÷íî,
ÂÂ ç iíøèìè ðîçïîäiëàìè. Ïiäñòàâîþ äëÿ öüîãî ¹

ÒÅÎÐ. (Ôîðìóëà îáåðíåííÿ, ÔÎ). Íåõàé F : R1 → [0; 1] � íåïåðåðâíà
ÉÔÐ, à îáåðíåíà äî íå¨ F−1 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

F−1(x) = inf{t ∈ R1 | F (t) = x} äëÿ x ∈ (0; 1)
I íåõàé α � ÑÐ Â×. Òîäi ÔÐ ÂÂ ξ = F−1(α) ¹ F (x).

J (äëÿ çðîñòàþ÷î¨ F (x), òîäi çâè÷àéíà îáåðíåíà F−1 òåæ çðîñòàþ÷à)
P{F−1(α) < x} = P{F (F−1(α)) < F (x)} = P{α < F (x)} = F (x) I

I íàâïàêè, ÿêùî ÂÂ ξ ìà¹ ÔÐ F (x), òî ÂÂ ζ = F (ξ) áóäå ÑÐ Â×, àäæå
P{ζ < x} = P{F (ξ) < x} = P{F (F−1(α)) < x} = P{α < x} = x

2.1. Àáñîëþòíî íåïåðåðâíi ðîçïîäiëè

Íåõàé α � ÑÐ Â×, à {xi} � ðåàëiçàöi¨ α, îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ ÃÏÂ×.
Áåçïîñåðåäí¹ çàñòîñóâàííÿ ÔÎ äîçâîëÿ¹ ìîäåëþâàòè òàêi ðîçïîäiëè:

• Ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië íà [a; b] ìîäåëþ¹ìî ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì α:
ξ = a+(b−a)α, à âèáiðêó iç öüîãî ðîçïîäiëó îòðèìó¹ìî òàê: yi = a+(b−a)xi.

• Ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ ìà¹ ÔÐ F (x) =

{
0, x 6 0,

1− e−λx, x > 0,

âîíà çðîñòà¹ ïðè x > 0.
Ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ F (x) = t: 1 − e−λx = t ⇔ x = − 1

λ ln(1 − t). Îòæå,
F−1(t) = − 1

λ ln(1 − t). Òîäi ÂÂ ξ = F−1(α) = − 1
λ ln(1 − α) ìà¹ ïîêàçíè-

êîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ. Äëÿ ïðèñêîðåííÿ îá÷èñëåíü ìîæíà âçÿòè
ξ = − 1

λ ln(α), áî (1− α) òåæ ÑÐ. Âiäïîâiäíî âèáiðêà yi = − 1
λ lnxi.

• Ðîçïîäië Ïàðåòî ç ÔÐ F (x) =

{
0, x 6 b,

1− ( b
x
)a, x > b.

F (x) = t ⇔ x = b
a
√

1−t ;

áåðåìî ξ = b
a
√

1−α ÷è ïðîñòiøå ξ = b
a
√
α
.

• Àíàëîãi÷íî äëÿ ðîçïîäiëó Âåéáóëëà ç ÔÐ F (x) =

{
0, x 6 0,

1− e−(x
θ
)p , x > 0.

Àëå òàêèé ñïîñiá íå ãîäèòüñÿ äëÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó � ÔÐ Φ(x) =

1√
2π

x∫
−∞

e−
u2

2 du i îáåðíåíà Φ−1(x) íå âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨.
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• Ìåòîä ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò (Áîêñ, Ìþëëåð, Ìàðñàëüÿ, 1958, 1962). Íå-
õàé ξ òà η � Í/Ç N0;1-ðîçïîäiëåíi ÂÂ, êîæíà çi ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó p(t) =

1√
2π
e−

t2

2 . �õ ñïiëüíà ùiëüíiñòü (òîáòî ùiëüíiñòü (ξ; η)) ¹ p(x; y) = 1
2πe
−x

2+y2

2 .
Ïåðåéäåìî äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò (r;ϕ), äå x = r cosϕ, y = r sinϕ;

âiäïîâiäíî ξ = ρ cosψ, η = ρ sinψ. Ñïiëüíîþ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó (ρ;ψ) ¹

p(r;ϕ) = 1
2πre

− r
2

2 (r � ÿêîáiàí ïåðåõîäó âiä (r;ϕ) äî (x; y)). Ó p(r;ϕ) íåìà¹
ϕ, à öå îçíà÷à¹, ùî ρ é ψ Í/Ç, ψ ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà [0; 2π], ó òîé ÷àñ

ÿê ρ ìà¹ ùiëüíiñòü f(r) = re−
r2

2 , ¨ ¨ ÔÐ F (r) =
r∫

0

f(t)dt = −e− t
2

2

∣∣r
0

= 1− e− r
2

2

âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨, i F−1(t) òåæ:

1− e− r
2

2 = t ⇔ −r2

2 = ln(1− t) ⇔ r =
√
−2 ln(1− t)

òàê ùî ìîæíà ìîäåëþâàòè ρ =
√
−2 ln(1− α), à øâèäøå ρ =

√
−2 lnα.

ψ ìîäåëþ¹òüñÿ ÿê ψ = 2πβ, äå β � ÑÐ Â×, ïðè÷îìó α òà β Í/Ç. Òîäi
ξ = ρ cosψ =

√
−2 lnα · cos(2πβ), η = ρ sinψ =

√
−2 lnα · sin(2πβ)

Äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé {xi}, âèäàíèõ ÃÏÂ×, ðîçáèâà¹ìî x1, x2, ... íà ïàðè
(x2k−1;x2k) òà îá÷èñëþ¹ìî

y2k−1 =
√
−2 lnx2k−1 · cos(2πx2k), y2k =

√
−2 lnx2k−1 · sin(2πx2k)

Êîëè ïîòðiáíèé Na;σ2, âèêîíó¹ìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ζ = σξ + a, äå
ξ ∼ N0;1 ãåíåðó¹òüñÿ îïèñàíèì ìåòîäîì.

Äëÿ ìîäåëþâàííÿ iíøèõ ÀáñÍåï ðîçïîäiëiâ, ÿê-îò ãàììà- i áåòà-, âèêîðè-
ñòîâóþòüñÿ iíøi ìåòîäè.

2.2. Äèñêðåòíi ðîçïîäiëè

Ïî÷íåìî iç çàãàëüíîãî ñêií÷åííîãî âèïàäêó, ξ ∼
(
x1 ... xn
p1 ... pn

)
. Ââàæàòèìå-

ìî âñi pi > 0. Öåé ðîçïîäië ðîçáèâà¹ [0; 1] íà ïðîìiæêè äîâæèíè pi.
Çàñòîñó¹ìî ¾äèñêðåòèçàöiþ¿: ðåàëiçó¹ìî ÑÐ α òà âèçíà÷èìî, ó ÿêèé ïðî-

ìiæîê âîíî ïîòðàïèëî. Ðîçáèâà¹ìî [0; 1) íà ∆k = [ak−1; ak), äå a0 = 0,

ak =
k∑
i=1

pi äëÿ k = 1, n, i ÿêùî α ïîòðàïèëî â ∆k, � ïîêëàäà¹ìî ξ = xk.

Íàéïðîñòiøèé ñïîñiá âèçíà÷åííÿ íîìåðà òàêîãî ïðîìiæêà � ïîñëiäîâíî
ïåðåáèðàòè ∆1, ..., ∆n, ïîðiâíþþ÷è α ç êiíöÿìè ïîòî÷íîãî ∆i, àëå åôåêòèâ-
íiøå âèêîíóâàòè ïîøóê ¾äiëåííÿì íàâïië¿, îñîáëèâî êîëè n âåëèêå.

Íåõàé êîîðäèíàòè ai îá÷èñëåíi çàçäàëåãiäü, i ìè îòðèìó¹ìî iç ÃÏÂ× ÷åð-
ãîâå α. Ïîêëàäà¹ìî ñïî÷àòêó íîìåðè êiíöiâ S := 0 òà E := n. Âîíè âèçíà-
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÷àþòü iíòåðâàë, ó ÿêîìó çíàõîäèòüñÿ α: aS 6 α < aE. Äàëi çàïóñêà¹ìî öèêë,
êîòðèé âèêîíó¹òüñÿ, äîïîêè íå ñòàíå E = S + 1, àäæå òîäi α ïåðåáóâàòèìå
ó [aS; aS+1) � ïðîìiæîê âèçíà÷åíî. ßêùî E > S + 1, äiëèìî íàâïië, òîáòî
áåðåìî ñåðåäèííèé (íå çà êîîðäèíàòîþ, à çà íîìåðîì) êiíåöü M = bS+E

2 c i
äèâèìîñü, êóäè ïîòðàïëÿ¹ α � â [aS; aM) ÷è â [aM ; aE); â çàëåæíîñòi âiä öüîãî
ïîêëàäà¹ìî E := M ÷è S := M òà ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíî¨ iòåðàöi¨ öèêëó.

Êîæíîãî ðàçó äîâæèíà äiàïàçîíó � êiëüêiñòü (E−S) ïðîìiæêiâ ìiæ aS òà
aE � çìåíøó¹òüñÿ ïðèáëèçíî óäâi÷i (i õî÷à á íà 1), òàê ùî ïðîöåñ ñêií÷åííèé,
áiëüø òîãî � êiëüêiñòü iòåðàöié äî çàâåðøåííÿ öèêëó íå ïåðåâèùó¹ C log2 n,
à öå ñóòò¹âî øâèäøå, íiæ Cn iòåðàöié ïðè ïîñëiäîâíîìó ïåðåáîði.

Ó ÷àñòèííîìó âèïàäêó, êîëè âñi pi = 1
n (¾äèñêðåòíèé ðiâíîìiðíèé ðîçïî-

äië¿), íîìåðîì ïðîìiæêà, êóäè ïîòðàïëÿ¹ α, ¹ 1 + bnαc.

• Áiíîìíèé ðîçïîäië, Bn;p(k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, n. Ïî-ïåðøå, ñïðà-
öþ¹ îïèñàíèé òiëüêè ùî çàãàëüíèé ìåòîä, ÿêùî íå áóäå âåëèêèõ ïîõèáîê

îêðóãëåííÿ ai. Ïî-äðóãå, îñêiëüêè µ ∼ Bn;p ¹
n∑
i=1

µi, äå µi ∼
(

0 1
1− p p

)
, òî

äëÿ íåâåëèêèõ n ìîæíà çãåíåðóâàòè n çíà÷åíü ÑÐ α i ïîðàõóâàòè, ñêiëüêè
ç íèõ ïîòðàïèòü ó [0; p]. Ïî-òðåò¹, äëÿ âåëèêèõ n, ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè
ñêëàäíiøèé ìåòîä, ùî ñïèðà¹òüñÿ íà β-ðîçïîäië.

• Ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië, Pp(k) = p(1− p)k, k ∈ Z+.
1) Áåçïîñåðåäíüî çà îçíà÷åííÿì: ãåíåðó¹ìî ÑÐ α, ïîêè íå âiäáóäåòüñÿ

ïîäiÿ-óñïiõ ¾α < p¿, i ïðèñâîþ¹ìî ξ êiëüêiñòü ãåíåðàöié ïåðåä óñïiõîì.
Àëå òîäi, çàïóñêàþ÷è ãåíåðàòîð äëÿ îòðèìàííÿ ÷åðãîâîãî ξ, ìè íå çíà¹ìî,

ÿê äîâãî âií ïðàöþâàòèìå, ñêiëüêè ãåíåðàöié âiäáóäåòüñÿ äî ïåðøîãî óñïiõó.
Â ñåðåäíüîìó äîâåäåòüñÿ ÷åêàòè 1

p − 1 ãåíåðàöié.

2) Ïîêëàäà¹ìî ξ =
⌊

lnα
ln(1−p)

⌋
. Òîäi äëÿ ∀n ∈ Z+: P{ξ = n} =

= P{n 6 lnα
ln(1−p) < n+ 1} = P{n ln(1− p) > lnα > (n+ 1) ln(1− p)} =

= P{(1− p)n > α > (1− p)n+1} = (1− p)n − (1− p)n+1 = p(1− p)n

• Ïóàññîíiâñüêèé ðîçïîäië, Pλ(k) = λk

k! e
−λ, k ∈ Z+. Äëÿ íåâåëèêèõ λ çàñòî-

ñó¹ìî íàñòóïíèé ìåòîä. Ãåíåðó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü {ξi} Í/Ç ÂÂ, ðîçïîäiëåíèõ
ïîêàçíèêîâî ç ïàðàìåòðîì λ, òà ðàõó¹ìî ¨õ ðàçîì ç ñóìîþ Ξm = ξ1+ξ2+...+ξm;
çóïèíÿ¹ìîñü, êîëè Ξm > 1, òà ïîêëàäà¹ìî ζ := m− 1.

Ïåðåâiðèìî, ÷è ìà¹ ζ ðîçïîäië Ïóàññîíà. P{ζ = n} =
= P{Ξn+1 > 1,Ξn < 1} = P{Ξn+1 > 1\Ξn > 1} = P{Ξn+1 > 1} − P{Ξn > 1}
àäæå Ξn > 1 ⇒ Ξn+1 > 1. Âiäîìî, ùî çãîðòêà m ïîêàçíèêîâèõ ðîçïîäiëiâ ç
ïàðàìåòðîì λ ¹ ðîçïîäiëîì Åðëàíãà ç ïàðàìåòðàìè (m;λ), ùiëüíiñòü ÿêîãî
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p(x) =

{
0, x 6 0,
λm

(m−1)!
xm−1e−λx, x > 0.

Çâiäñè P{Ξm > 1} =
+∞∫
1

p(x)dx =
+∞∫
1

λm−1

(m−1)!x
m−1e−λxλdx =

+∞∫
λ

tm−1

(m−1)!e
−tdt.

Òîìó P{ζ = n} =
+∞∫
λ

tn

n!e
−tdt −

+∞∫
λ

tn−1

(n−1)!e
−tdt = 1

n!

(
fn(λ) − nfn−1(λ)

)
, äå

fn(λ) =
+∞∫
λ

tne−tdt. Òàê ÿê fn(λ) =
{
u = xn, du = nxn−1dx,
dv = e−xdx, v = −e−x

}
= −xne−x

∣∣+∞
λ

+

n
+∞∫
λ

xn−1e−xdx = λne−λ + nfn−1(λ), òî P{ζ = n} = 1
n!λ

ne−λ = Pλ(n).

2.3. Ìåòîä âiäáîðó òà áiòîâi àëãîðèòìè

• Ìåòîä âiäáîðó. Íåõàé (ãiïåð)òiëî A ⊆ Ds = [0; 1]s, ìiðà Ëåáåãà µ(A) > 0
i íåîáõiäíî ìîäåëþâàòè ÂèïÂåê ei, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé â A.

Äëÿ öüîãî ãåíåðó¹ìî âèáiðêó ε1, ε2 ç ðiâíîìiðíîãî â Ds ðîçïîäiëó, ïîêè íå
îòðèìà¹ìî òî÷êó εj ∈ A; âîíà ñòà¹ ÷åðãîâèì ÷ëåíîì ïîñëiäîâíîñòi {ei}.

Äëÿ µ(A) > 0 êiëüêiñòü ãåíåðàöié εj äî ïåðøîãî âëó÷åííÿ â A ìà¹ ãåî-
ìåòðè÷íèé ðîçïîäië. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè εj ðîçïîäiëåíi ðiâíîìiðíî â
B ⊂ Rs, âåëè÷èíà µ(A)

µ(B) íàçèâà¹òüñÿ åôåêòèâíiñòþ âiäáîðó. ×èì âîíà ìåíøå,
òèì äîâøå ó ñåðåäíüîìó òðèâàòèìå î÷iêóâàííÿ εj, ÿêå ïîòðàïèòü â A.

• Áiòîâi àëãîðèòìè, çàñòîñîâóâàíi äëÿ ìîäåëþâàííÿ äèñêðåòíèõ ðîçïî-
äiëiâ, äîñëiäæóâàëèñü, çîêðåìà, Êíóòîì i ßî. Íåõàé íåîáõiäíî ìîäåëþâàòè

ÂÂ ξ ∼
(
x1 ... xn
p1 ... pn

)
. Îñêiëüêè òî÷íiñòü pi îáìåæåíà, òî öå ÷èñëà mi

ki
∈ Q iç

ñïiëüíèì çíàìåííèêîì K = ÍÑÊ{k1; ...; kn}. Äîìíîæèâøè íà íüîãî pi, ìàòè-
ìåìî íàáið li = mi

K
ki
öiëèõ ÷èñåë âiä 1 äî K, ÿêi â ñóìi äàþòü K. Ðîçiá'¹ìî

äiàïàçîí 1, 2, ..., K íà ïîñëiäîâíi ãðóïè ïî l1, l2, ..., ln ÷èñåë, ïîñòàâèìî ó
âiäïîâiäíiñòü ÷èñëàì i-¨ ãðóïè çíà÷åííÿ xi, òà äîïîâíèìî K äî íàéáëèæ÷îãî
çâåðõó ñòåïåíÿ 2, 2r, ââàæàþ÷è ¾íîâi¿ 2r −K çíà÷åíü ¾äiðÿâèìè¿.

Íàïðèêëàä, äëÿ p1 = 2
3 , p2 = 1

4 , p3 = 1
12 áóäå K = 12 i l1 = 8, l2 = 3, l3 = 1

òà 4 ¾äiðÿâi¿ (13�16), à r = 4.
Äàëi âèïàäêîâi áiòè ãåíåðóþòüñÿ áëîêàìè ïî r i äëÿ êîæíîãî áëîêó âèçíà-

÷à¹òüñÿ ãðóïà i, êóäè ïîòðàïèëî ÷èñëî, óòâîðåíå éîãî áiòàìè; ÿêùî öÿ ãðóïà
íå ¾äiðÿâà¿, òî äî âèõiäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äîäà¹òüñÿ âiäïîâiäíå xi.

ÒÅÎÐ. ßêùî p1, p2, ..., pn � äèñêðåòíèé ðîçïîäië, òî ñåðåäíÿ êiëüêiñòü
áiòiâ, íåîáõiäíà äëÿ òàêîãî ìîäåëþâàííÿ, íå ïåðåâèùó¹ log2(n− 1) + 2 (òîáòî
çàëåæèòü ëèøå âiä n, à íå âiä çíà÷åíü {pi}).

22



2.4. Ïåðåòâîðåííÿ ùiëüíîñòi

Îïèñóþ÷è ìîäåëþâàííÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó, ìè ñêîðèñòàëèñü çàìiíîþ
çìiííèõ ïðè ïåðåõîäi âiä äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò äî ïîëÿðíèõ. Ó çàãàëüíîìó
âèïàäêó îá ðóíòóâàííÿì òàêîãî ïåðåõîäó ¹

ÒÅÎÐ. (Ïðàâèëî ïåðåòâîðåííÿ ùiëüíîñòi ïðè ïåðåòâîðåííi êîîð-
äèíàò.) Íåõàé îáëàñòi B,B′ ⊆ Rn, à g = (g1; g2; ...; gn) : B ↔ B′ � ái¹êòèâíå
äèôåðåíöiéîâàíå âiäîáðàæåííÿ B íà B′. ßêùî ÂèïÂåê ξ = (ξ1; ξ2; ...; ξn),
ðîçïîäiëåíèé â B, ìà¹ ùiëüíiñòü pξ(x1; ...;xn), òî ÂèïÂåê η = g(ξ) (ç êîîðäè-
íàòàìè ηi = gi(ξ1; ...; ξn)), ðîçïîäiëåíèé â B′, ìà¹ ùiëüíiñòü

pη(y1; ...; yn) = pξ(x1; ...;xn) ·
∣∣∣∂(x1;...;xn)
∂(y1;...;yn)

∣∣∣
äå ó ïðàâié ÷àñòèíi xi ïîâèííi áóòè âèðàæåíi ÷åðåç yj, xi = xi(y1; ...; yn), à∣∣∣∂(x1;...;xn)
∂(y1;...;yn)

∣∣∣� ÿêîáiàí ïåðåõîäó âiä ÑÊ {yj} äî ÑÊ {xi}, òîáòî det

 ∂x1
∂y1

... ∂x1
∂yn

... ... ...
∂xn
∂y1

... ∂xn
∂yn

.
J Íåõàé D′ � äîâiëüíà îáëàñòü ó B′, D′ ⊆ B′, à D = g−1(D′). Òîäi

P{ξ ∈ D} = P{η ∈ D′}, i çà ïðàâèëîì çàìiíè çìiííî¨
∫
D′
pη(y)dy =

= P{η ∈ D′} = P{ξ ∈ D} =
∫
D

pξ(x) dx1dx2...dxn︸ ︷︷ ︸
dx

=
∫
D′
pξ(x)

∣∣∣∂(x1;...;xn)
∂(y1;...;yn)

∣∣∣dy
Iç ∀D′:

∫
D′

(
pη(y)− pξ(x)

∣∣...∣∣)dy = 0 âèïëèâà¹ pη(y) = pξ(x)
∣∣...∣∣. I

ÏÐ. 1. Ìîäåëþâàííÿ òî÷êè, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ â îäèíè÷íié êóëi.
Òî÷êè îäèíè÷íî¨ êóëiB3 ⊂ R3 âèçíà÷àþòüñÿ óìîâîþ x2+y2+z2 6 1. Íåõàé

ÂÂ ξ, η, ζ � äåêàðòîâi êîîðäèíàòè òî÷êè Ξ, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ â B3. �õ
ñïiëüíà ùiëüíiñòü (ùiëüíiñòü Ξ) ¹ pΞ(x; y; z) = 1

V1
= 3

4π . Àëå îêðåìi ùiëüíîñòi
ðîçïîäiëiâ ξ, η, ζ ñêëàäíiøi, òîìó ïåðåéäåìî äî ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò:

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ
ÿêîáiàí ïåðåõîäó âiä (r; θ;ϕ) äî (x; y; z) � r2 sin θ.

Ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ êóëÿ ñòà¹ ïàðàëåëåïiïåäîì: r ∈ [0; 1], θ ∈ [0;π],
ϕ ∈ [0; 2π], à ùiëüíiñòü pΞ(r; θ;ϕ) = 3

4π · r
2 sin θ ¹ äîáóòêîì òðüîõ ùiëüíîñòåé:

pr = 3r2, pθ = 1
2 sin θ i pϕ = 1

2π , òàê ùî ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè Ξ � Í/Ç.

Îñêiëüêè ÔÐ Fr(t) =
t∫

0

3r2dr = t3, Fθ(t) =
t∫

0

1
2 sin θdθ = 1−cos t

2 , Fϕ(t) =

t∫
0

1
2πdϕ = t

2π , òî, âèêîðèñòàâøè ÔÎ, ìàòèìåìî äëÿ ìîäåëþâàííÿ

r = 3
√
α1, cos θ = 1− 2α2, ϕ = 2πα3, äå α1, α2, α3 � Í/Ç ÑÐ Â×

ßêùî ðàäióñ êóëi � R, äîìíîæó¹ìî r íà R. Çíàþ÷è ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè
òî÷êè, îá÷èñëþ¹ìî é äåêàðòîâi: ξ = r sin θ cosϕ, η = r sin θ sinϕ, ζ = r cos θ.

23



Iíøèé ñïîñiá îòðèìóâàòè ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ
â îäèíè÷íié êóëi Bn ïðîñòîðó Rn, ¹ ðiçíîâèäîì ìåòîäà âiäáîðó. Ìîäåëþ¹ìî
ξ1 = 1 − 2α1, ..., ξn = 1 − 2αn � Í/Ç ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi íà [−1; 1] �

òà ïåðåâiðÿ¹ìî óìîâó d2 =
n∑
i=1

ξ2
i 6 1. ßêùî âîíà âèêîíó¹òüñÿ � äîäà¹ìî

(ξ1; ...; ξn) äî ïîñëiäîâíîñòi, à ÿêùî íi � ïîâòîðþ¹ìî ïðîöåäóðó çíîâó, ïîêè
íå ç'ÿâèòüñÿ Ξ ∈ Bn. Âiäìiòèìî, ùî åôåêòèâíiñòü âiäáîðó,

V (Bn)
V ([−1;1]n) −−−→n→∞

0.

ÏÐ. 2. Âèáið âèïàäêîâîãî íàïðÿìó. Áàãàòîâèìiðíèé içîòðîïíèé âåêòîð.

ÎÇÍ. ÂèïÂåê ξ = (ξ1; ...; ξn) ∈ Rn íàçèâà¹òüñÿ içîòðîïíèì, ÿêùî òî÷êà
ξ
|ξ| ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà ñôåði Sn = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1}.

Ïðè n = 3 âìi¹ìî ìîäåëþâàòè òî÷êó, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíó â B3. �¨
ðàäióñ-âåêòîð içîòðîïíèé, àäæå ïîëîæåííÿ Ξ íà S3 çàëåæèòü òiëüêè âiä êî-
îðäèíàò θ é ϕ, à íå âiä r, òàê ùî äîñòàòíüî ìîäåëþâàòè ¨õ � cos θ = 1− 2α1,
ϕ = 2πα2, i óçÿâøè r = 1, ìàòèìåìî içîòðîïíèé ÂèïÂåê (ξ; η; ζ), äå

ξ =
√

1− cos2 θ cosϕ, η =
√

1− cos2 θ sinϕ, ζ = cos θ
Àíàëîãi÷íî â Rn ìîæåìî ãåíåðóâàòè (ξ1; ...; ξn), ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé â

Bn. Íîðìó¹ìî éîãî äî îäèíè÷íî¨ äîâæèíè, Ξ = (ξ1d ; ...; ξnd ) ∈ Sn � içîòðîïíèé.

ËÅÌÀ 1. ßêùî η � içîòðîïíèé âåêòîð, òàêèé, ùî |η| = χn (äå χ2
n ìà¹

χ2-ðîçïîäië ç n ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi), òî η1, ..., ηn Í/Ç i ηi ∼ N0;1.
J Ðîçïîäië χ2

n ìà¹ ùiëüíiñòü fn(x) = cnx
n
2−1e−

x
2 äëÿ x > 0 (γ-ðîçïîäië ç

ïàðàìåòðàìè (n2 ; 1
2)). Òîäi ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ÂÂ χn =

√
χ2
n

pχn(x) = d
dxP{χn < x} = d

dxP{χ
2
n < x2} = pχ2

n
(x2) · 2x = 2cnx

n−1e−
x2

2

Ó ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò η ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ (χn;λn), äå λn ∈ Sn
� òî÷êà îäèíè÷íî¨ ñôåðè. Âíàñëiäîê içîòðîïíîñòi ñïiëüíà ùiëüíiñòü hn(r; s)

ðîçïîäiëó χn òà λn íå çàëåæèòü âiä s ∈ Sn òà ìà¹ âèãëÿä hn(r; s) = c1r
n−1e−

r2

2 .
ßêîáiàí ïåðåõîäó âiä (x1; ...;xn) äî (r; s) äîðiâíþ¹ r−(n−1), áî â äåêàðòîâié

ÑÊ íåñêií÷åííî ìàëèé åëåìåíò (ãiïåð)îá'¹ìó dV = rn−1dSdr, àäæå dV =
dx1dx2...dxn, à â åëåìåíòà îá'¹ìó íà âiäñòàíi r âiä öåíòðà ñôåðè óñi âèìiðè
(êiëüêiñòþ n−1), îêðiì dr, â r ðàçiâ ìåíøå, íiæ ó ïîâåðõíi ñôåðè. Çà ïðàâèëîì
ïåðåòâîðåííÿ ñïiëüíà ùiëüíiñòü η1, ..., ηn ó äåêàðòîâié ÑÊ

p(x1; ...;xn) = c1r
n−1 · e− r

2

2 · r−(n−1) = c1e
− 1

2

n∑
i=1

x2i
= c1

n∏
i=1

e−
x2i
2

çâiäêè η1, ..., ηn � Í/Ç, i ¨õ ùiëüíîñòi pi(xi) = 1√
2π
e−

x2i
2 , òîáòî ηi ∼ N0;1. I
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ËÅÌÀ 2. ßêùî η1, ..., ηn � Í/Ç ÂÂ, ηi ∼ N0;1, i = 1, n, òî ÂèïÂåê
η = (η1; ...; ηn) ¹ içîòðîïíèì.

Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå.

ÒÂ. Íåõàé ξ1, ξ2, ..., ξn òà ξ � Í/Ç ÑÐ Â×. Òîäi ÂÂ n
√
ξ i max{ξ1; ...; ξn}

ìàþòü îäíàêîâèé ðîçïîäië ç ÔÐ G(x) = xn ïðè x ∈ [0; 1].
J F n

√
ξ(x) = P{ n

√
ξ < x} = P{ξ < xn} = xn, Fmax{ξ1;...;ξn}(x) =

= P{max{ξ1; ...; ξn} < x} = P{ξ1 < x, ..., ξn < x} =
n∏
i=1

P{ξi < x} = xn I

2.5. Âèáiðêè òà ïåðåñòàíîâêè

• Íåõàé ìà¹ìî ôàéë ç N çàïèñiâ, ïðè÷îìó N íàñòiëüêè âåëèêå, ùî öåé
ôàéë íå ïîìiùà¹òüñÿ â îïåðàòèâíó/øâèäêîäiþ÷ó ïàì'ÿòü. Òðåáà óòâîðèòè
âèïàäêîâó âèáiðêó îá'¹ìîì n ç öèõ çàïèñiâ. Ìîäåëëþ äàíîãî ÑÅ ¹ êëàñè÷íà
ìîäåëü ç Ω =

{
{x1;x2; ...;xn} | xi = 1, N, i = 1, n;x1 < x2 < ... < xn

}
,

n(Ω) = Cn
N . Çàïèñè, ó ñâîþ ÷åðãó, ìîæóòü òåæ áóòè âåëèêèìè, òàê ùî íà-

âiòü n-åëåìåíòíà âèáiðêà íå âìiùà¹òüñÿ ó ïàì'ÿòü. Ìîæíà òiëüêè çàïèñóâàòè
âèáðàíi çàïèñè (àáî ¨õ íîìåðè) â iíøèé ôàéë.

Îòæå, ïðîãðàìà ìà¹ ïîñëiäîâíî ïåðåáèðàòè N çàïèñiâ (÷è ¨õ íîìåðiâ) òà
äëÿ êîæíîãî âèçíà÷àòè � äîäàâàòè öåé çàïèñ äî âèáiðêè ÷è íi. Ïðè öüîìó:

1) Íàïðèêiíöi âèõiäíèé ôàéë ïîâèíåí ìiñòèòè ðiâíî n çàïèñiâ;
2) êîæíèé çàïèñ âõiäíîãî ôàéëó ïîâèíåí âêëþ÷àòèñÿ äî âèáiðêè ç îäíà-

êîâîþ éìîâiðíiñòþ 1− CnN−1
CnN

= 1− N−n
N = n

N .
Àáè ïî¹äíàòè öi äâi âèìîãè, äiÿòèìåìî òàê (Ôàí, Ìþëëåð, Ðåçóõà, 1962;

Äæîíñ, 1962): ÿêùî âæå ðîçãëÿíóòî t çàïèñiâ, òî íàñòóïíèé, t+1, âêëþ÷à¹òüñÿ
äî âèáiðêè ç éìîâiðíiñòþ p = n−m

N−t , äå m � ïîòî÷íèé îá'¹ì âèáiðêè.
Ïåðøà âèìîãà âèêîíóâàòèìåòüñÿ, áî ÿê òiëüêè m = n, p ñòà¹ 0 i ïðîöåñ

çàêií÷èòüñÿ, òîáòî íå áóäå ïåðåáîðó; ç iíøîãî áîêó, íå áóäå é íåäîáîðó (ó
âõiäíîìó ôàéëi çàëèøèëîñü ìåíøå çàïèñiâ, íiæ òðåáà ùå äîäàòè äî âèáiðêè).

Ùîäî äðóãî¨ âèìîãè, òî éìîâiðíiñòü n−m
N−t ìîæíà âèâåñòè ç íå¨ íàñòóïíèìè

ìiðêóâàííÿìè. ßêùî áóäü-ÿêèé çàïèñ âõiäíîãî ôàéëó Í/Ç âiä iíøèõ âèáèðà-
¹òüñÿ ç éìîâiðíiñòþ n

N , òî çà óìîâè, ùî ñåðåä ïåðøèõ t çàïèñiâ âèáðàíî ðiâíî
m (ïîäiÿ B), éìîâiðíiñòü òîãî, ùî é (t + 1)-à áóäå âèáðàíà (ïîäiÿ A) � öå
÷àñòêà òèõ ñïîñîáiâ âèáîðó n ç N , çà ÿêèõ ó ïåðøèõ t âèáðàíî m, äëÿ êîòðèõ
âèáèðà¹òüñÿ i (t + 1)-à, òîáòî n(B) = Cm

t · Cn−m
N−t , n(A) = Cm

t · 1 · Cn−m−1
N−t−1 i

A ⊂ B, çâiäêè P (A/B) = P (A)
P (B) = n(A)

n(B) = (N−t−1)!(n−m)!(N−t−n+m)!
(n−m−1)!(N−t−n+m)!(N−t)! = n−m

N−t .

• Äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïåðåñòàíîâîê n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè {a1; a2; ...; an}
ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ïðèíàéìíi äâà ïiäõîäè.

25



Ïåðøèé ïîëÿãà¹ â iíäåêñàöi¨ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ÷èñëàìè âiä 1 äî Pn = n!
i âèïàäêîâîìó âèáîði îäíîãî ç öèõ ÷èñåë ç éìîâiðíiñòþ 1

n! . Öåé ïiäõiä ñòà¹
ïðîáëåìàòè÷íèì, êîëè n! íàñòiëüêè âåëèêå, ùî òî÷íîñòi ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñåë
íå âèñòà÷à¹ äëÿ ðîçðiçíåííÿ ñóñiäíiõ ïðîìiæêiâ íà [0; 1].

Äðóãèé ïiäõiä (Ôiøåð, ßòñ, 1938; Äóðñòåíôåëä, 1964) áóäó¹ ïåðåñòàíîâêó,
ïî÷èíàþ÷è ç (a1; ...; an). Ââîäèìî ëi÷èëüíèê m = n i ùîðàçó ãåíåðó¹ìî ÑÐ
α, ïiñëÿ ÷îãî ìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè am ↔ a1+bmαc òà çìåíøó¹ìî m íà 1, ïîêè íå
äiéäåìî äî m = 1.

2.6. Âèïàäêîâi ïðîöåñè

Íàãàäà¹ìî îñíîâíi îçíà÷åííÿ: âèïàäêîâèì ïðîöåñîì (ÂÏ) íà ÉÏ {Ω;F;P}
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíèé êëàñ ÂÂ ξ(t;ω), äå t ∈ R1 òëóìà÷èìî ÿê ¾÷àñ¿. Àðãó-
ìåíò ω ó ïîçíà÷åííi ÷àñòî îïóñêà¹òüñÿ.

ßêùî ó öüîìó êëàñi t ∈ A ⊂ R1, äå A � äèñêðåòíà ìíîæèíà, òî ïðîöåñ
íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåòíèì. Ñïiëüíi ðîçïîäiëè ÂÂ ξ(t1;ω), ξ(t2;ω), ..., ξ(tn;ω)
ïðè âñiõ n ∈ N òà íàáîðàõ t1, t2, ..., tn íàçèâàþòüñÿ ñêií÷åííîâèìiðíèìè
ðîçïîäiëàìè éìîâiðíîñòi (ÑÂÐ) ÂÏ.

Íàïðèêëàä, ξ(t;ω) = ωt, äå {Ω;F;P} � ÑÐ ðîçïîäië, t ∈ R1.
Ïðè êîæíîìó ω0 ∈ Ω ôóíêöiÿ ξ(t;ω0), äå t ∈ H ⊆ R1 � òðà¹êòîðiÿ ÂÏ.

ÒÅÎÐ. (Êîëìîãîðîâà) ó ïåâíîìó ñåíñi ¾îáåðòà¹¿ öå îçíà÷åííÿ: êëàñ
ÔÐ {Fn(x1; t1; ...;xn; tn)}, ùî ¹

{
P{ξ(t1;ω) < x1; ...; ξ(tn;ω) < xn}

}
, âèçíà÷à¹

ÂÏ ç òàêèìè ÑÂÐ òîäiäîò ìàþòü ìiñöå óìîâè óçãîäæåííÿ
lim

xn→+∞
Fn(x1; t1; ...;xn; tn) = Fn−1(x1; t1; ...;xn−1; tn−1)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (ïðèíàéìíi, òåîðåòè÷íî) çàäà÷à ìîäåëþâàííÿ ÂÏ
çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i ìîäåëþâàííÿ ïåâíîãî êëàñó ðîçïîäiëiâ Fn(x1; t1; ...;xn; tn).

Ôiêñóþ÷è t, îòðèìó¹ìî Mξ(t;ω) � ÌÑ/ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ÂÏ.
ÂÏ íàçèâà¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèì, ÿêùî éîãî ÑÂÐ íå çàëåæàòü âiä çñóâó ti;

ãàóññiâñüêèì, ÿêùî âñi éîãî ÑÂÐ � íîðìàëüíi.

Îäíèì ç íàéïðîñòiøèõ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ¹ ìàðêiâñüêèé ÂÏ ç äèñêðåòíèì
÷àñîì (áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi H = Z+) òà ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ çíà÷åíü-
ñòàíiâ x1, ..., xn (àáî ïðîñòî 1, 2, ..., n). Òàêèé ïðîöåñ, ÿê âiäîìî, âèçíà÷à¹òüñÿ

ïî÷àòêîâèì ðîçïîäiëîì
(

1 ... n
p1 ... pn

)
òà ìàòðèöåþ ïåðåõîäó P = ‖pij‖16i,j6n,

äå pij = P{ξ(t + 1) = j/ξ(t) = i} � éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó iç ñòàíó i ó ñòàí j,

ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä i òà j, äå
n∑
j=1

pij = 1.
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Ó áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó, äëÿ êîæíîãî ñòàíó i ìîæëèâèé òàêîæ îáðèâ
òðà¹êòîði¨ � ç éìîâiðíiñòþ gi ïðîöåñ çàêií÷ó¹òüñÿ / ïåðåõîäèòü ç i ó ¾ïî-
ãëèíàþ÷èé¿ ñòàí (0). Ìîæíà ââàæàòè gi = pi0, p00 = 1, à p0j = 0 äëÿ âñiõ

j = 1, n. Òîäi
n∑
j=1

pij = 1− gi.

Ìîäåëþâàííÿ òàêîãî ÂÏ ïî÷èíà¹òüñÿ ç ìîäåëþâàííÿ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó
s0 çãiäíî ðîçïîäiëó {pi}. Ïiñëÿ öüîãî, íà êîæíîìó êðîöi-ìîìåíòi m, ÿêùî
ïåðåáóâà¹ìî ó ñòàíi i (sm = i), ìîäåëþ¹ìî äèñêðåòíó ÂèïÂåë ç ðîçïîäiëîì(

0 1 2 ... n
pi0 pi1 pi2 ... pin

)
; ¨ ¨ ðåàëiçàöiÿ áóäå íàñòóïíèì ñòàíîì sm+1.

Ïðèðiñò ÂÏ ξ(t) íà ïðîìiæêó ÷àñó [s; t], ξ(t)− ξ(s), ïîçíà÷àòèìåìî ξ[s; t].

ÎÇÍ. ÂÏ ξ(t) ìà¹ íåçàëåæíi ïðèðîñòè, ÿêùî
∀
{
ti
}n
i=0

, 0 6 t0 < t1 < ... < tn: ÂÂ
{
ξ[tk−1; tk]

}n
k=1

Í/Ç â ñóêóïíîñòi

ÎÇÍ. ÂÏ ξ(t) íàçèâà¹òüñÿ ïóàññîíiâñüêèì ç iíòåíñèâíiñòþ λ, ÿêùî
1) ξ(0) = 0 ì.í.: P

{
ξ(0) = 0

}
= 1;

2) ξ(t) ìà¹ íåçàëåæíi ïðèðîñòè;
3) ∀s, t ∈ [0; +∞], s < t: ξ[s; t] ìà¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ(t−s).

Ïðèêëàäè: ðîçïàä ðàäiîàêòèâíî¨ ðå÷îâèíè, âèêëèêè àâàðiéíèõ ñëóæá.

Àëãîðèòì ìîäåëþâàííÿ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó òàêèé: ìîìåíòè τn ñòðèá-

êiâ íà 1 ìîäåëþþòüñÿ ÿê τn =
n∑
k=1

ηk, äå {ηk} � Í/Ç ÂÂ, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹

ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ. Òîäi ξ(t) = sup
{
n ∈ Z+ :

n∑
i=1

ηi 6 t
}
.

Óçàãàëüíåííÿì ¹ ñêëàäíèé ïóàññîíiâñüêèé ïðîöåñ � êîëè ñòðèáêè â ìî-
ìåíòè τi ðiâíi íå +1, à δi, äå {δi} � Í/Ç îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi ÂÂ.

ÎÇÍ. ÂÏ ξ(t) íàçèâà¹òüñÿ âiíåðiâñüêèì, ÿêùî
1) ξ(0) = 0 ì.í.;
2) ξ(t) ìà¹ Í/Ç ïðèðîñòè;
3) ∀s, t ∈ [0; +∞], s < t: ξ[s; t] ∼ N0;t−s.

Ïðèêëàä: îäíîâèìiðíèé áðîóíiâñüêèé ðóõ.

Àëãîðèòì ìîäåëþâàííÿ çàëåæèòü âiä òîãî, ùî ìîäåëþ¹òüñÿ. ßêùî öå ñòà-
íè ïðîöåñó â ìîìåíòè t1, t2, ..., äå ti < ti+1, òî ïîêëàäà¹ìî ξ(0) := 0, äàëi
ïîñëiäîâíî ξ(tn) := ξ(tn−1) + ηn, äå ηn Í/Ç i ηn ∼ N0;tn−tn−1.
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3. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî

3.1. Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà I = I(f) =
∫
X

f(x)µ(dx) íà ïðî-

ñòîði ç éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ {X;F;µ} ìåòîäàìè Ìîíòå-Êàðëî (ÌÌÊ).

REC. Çãiäíî ÏÇÂ×, ÿêùî ìè âìi¹ìî ìîäåëþâàòè ðåàëiçàöi¨ x1, x2, ..., xn
ÂÂ ξ, ðîçïîäiëåíî¨ íà X çãiäíî ìiðè µ(·), òî

P
{

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

f(xk) = I
}

= 1

ßêùî f iíòåãðîâíà ç êâàäðàòîì íà X çà µ, f ∈ L2
X(µ), òî çà ÖÃÒ

lim
n→∞

P
{∣∣ 1

n

n∑
k=1

f(xk)− I
∣∣ < σf√

n
y
}

=
√

2
π

y∫
0

e−
u2

2 du

äå σ2
f = Df(ξ), êîëè ξ ∼ µ: σ2

f =
∫
X

f 2(x)µ(dx)−
(∫
X

f(x)µ(dx)
)2
.

Âiçüìåìî p ≈ 1 i yp > 0 (yp −−→
p→1

+∞), äëÿ ÿêîãî
√

2
π

yp∫
0

e−
u2

2 du = p. Òîäi

ïîõèáêà
∣∣ 1
n

n∑
k=1

f(xk)− I
∣∣ íå ïåðåâèùó¹ σf√

n
yp ç éìîâiðíiñòþ ≈ p äëÿ äîñòàòíüî

âåëèêèõ n; iíøèìè ñëîâàìè, ïîõèáêà iç çðîñòàííÿì n çìåíøó¹òüñÿ ÿê O(n−
1
2 ).

Öå äóæå ïîâiëüíå çðîñòàííÿ òî÷íîñòi: íàïðèêëàä, àáè âîíà çáiëüøèëàñü â
1000 ðàçiâ, òðåáà âèêîíàòè â 1000000 ðàçiâ áiëüøå îá÷èñëåíü, àáî âèòðàòèòè
â 1000000 ðàçiâ áiëüøå ÷àñó.

Îïèøåìî êiëüêà ìåòîäiâ, ùî äîçâîëÿþòü çìåíøèòè äèñïåðñiþ σ2
f = Df(ξ)

i òèì ñàìèì çáiëüøèòè òî÷íiñòü. Îñêiëüêè σ2
f = Mf 2(ξ)− I2, äå I � øóêàíèé

iíòåãðàë, òî íàìàãà¹ìîñü çìåíøèòè Mf 2(ξ).

3.1.1. Âèäiëåííÿ ãîëîâíî¨ ÷àñòèíè

Íåõàé g(x) ∈ L2
X(µ) áëèçüêà äî f ó ìåòðèöi L2

X(µ) (
∫
X

∣∣f(x) − g(x)
∣∣2µ(dx)

ìàëèé), ïðè÷îìó J =
∫
X

g(x)µ(dx) âiäîìå � çíàéäåíå àíàëiòè÷íèìè àáî ÷è-

ñåëüíèìè ìåòîäàìè. Òîäi I =
∫
X

g(x)µ(dx) +
∫
X

(
f(x) − g(x)

)
µ(dx) = J + R, i

ÌÌÊ ìîæíà îöiíèòè R: R̂ = 1
n

n∑
i=1

[f(xi)− g(xi)], äå {xi} � ðåàëiçàöi¨ ÂÂ ξ ç

ðîçïîäiëîì µ íà X. Ïðè öüîìó
σ2
f−g =

∫
X

[
f(x)− g(x)

]2
µ(dx)−

(∫
X

[f(x)− g(x)]µ(dx)
)2

6 Df(ξ) = σ2
f

Ç iíøîãî áîêó, äîâåäåòüñÿ äîäàòêîâî îá÷èñëþâàòè g(xi).
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ÏÐ. Íåõàé I =
1∫

0

exdx (= e − 1); òóò f(x) = ex, à µ(·) � CÐ ðîçïîäië.

Çíà÷èòü, σ2
f =

1∫
0

e2xdx − I2 = 1
2(e − 1)(3 − e) ≈ 0.242. Ïðåäñòàâèìî ex =

x+ (ex − x). Íåõàé g(x) = x. Òîäi J =
1∫

0

xdx = 1
2 , à

σ2
f−g =

1∫
0

(ex − x)2dx− (I − J)2 = e2

2 −
53
12 ≈ 0.0437

� äèñïåðñiÿ çìåíøèëàñü ïðèáëèçíî ó 5 ðàçiâ. Âiäïîâiäíî ó
√

5 ðàçiâ çðîñòå
òî÷íiñòü òà øâèäêiñòü äîñÿãíåííÿ áàæàíî¨ òî÷íîñòi.

ÇÀÓÂ. Íåõàé g(x) =
m∑
k=1

akϕk(x), äå {ϕk}mk=1 � çàäàíà ñèñòåìà ôóíêöié.

Òðåáà âèáðàòè êîåôiöi¹íòè ak òàê, ùîá σ2
f−g → min. Âiäîìî, ùî öåé min

äîñÿãà¹òüñÿ, êîëè g(x) � ÷àñòêîâà ñóìà ðÿäó Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f çà ñèñòåìîþ,
îòðèìàíîþ iç {ϕk} ïðîöåñîì îðòîãîíàëiçàöi¨.

ßêùî âiäðàçó {ϕk} îðòîíîðìîâàíi â L2
X(µ), òîáòî

∫
X

ϕ2
k(x)µ(dx) = 1 òà∫

X

ϕi(x)ϕj(x)µ(dx) = 0 ïðè i 6= j, òî ak ïîâèííi áóòè êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹

ôóíêöi¨ f çà ñèñòåìîþ {ϕk}: ak =
∫
X

f(x)ϕk(x)µ(dx).

3.1.2. Çíèæåííÿ ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ

Íåõàé X � s-âèìiðíà îáëàñòü, X 3 x = (x1;x2; ...;xs), i êîîðäèíàòè xi ðîç-
áèòi íà äâi ãðóïè, x = (y; z), äå y = (x1;x2; ...;xt), z = (xt+1;xt+2; ...;xs), à ìi-
ðà µ(·) ÀáñÍåï çi ùiëüíiñòþ p(x), çâiäêè øóêàíèé iíòåãðàë I =

∫
X

f(x)p(x)dx.

Íåõàé òàêîæ X = Y × Z, òàê ùî I =
∫
Y

∫
Z

f(y; z)p(y; z)dzdy.

Ïðèïóñòèìî, ùî àíàëiòè÷íèìè/÷èñåëüíèìè ñïîñîáàìè ëåãêî îá÷èñëþâàòè
p1(y) =

∫
Z

p(y; z)dz òà f1(y) = 1
p1(y)

∫
Z

f(y; z)p(y; z)dz (ïðè öüîìó
∫
Z

p(y;z)
p1(y) dz = 1).

Òîäi I =
∫
Y

f1(y)p1(y)dy, i ìà¹ ìiñöå

ÒÅÎÐ.Ïðè îöiíöi I ñóìîþ Î2 = 1
n

n∑
i=1

f1(yi), äå {yi} ¹ âèáiðêîþ iç ðîçïîäiëó

çi ùiëüíiñòþ p1(y), äèñïåðñiÿ áóäå íå áiëüøå, íiæ ïðè îöiíöi Î1 = 1
n

n∑
i=1

f(yi; zi),

äå {(yi; zi)} = {xi} ¹ âèáiðêîþ iç ðîçïîäiëó çi ùiëüíiñòþ p(y; z) = p(x).
J Íåõàé äèñïåðñiÿ ïðè îöiíöi Î1 ¹ D1, à ïðè îöiíöi Î2 � D2.
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D1 −D2 =
∫
Y

∫
Z

f 2(y; z)p(y; z)dzdy − I −
∫
Y

f 2
1 (y)p1(y)dy + I =

=
∫
Y

[∫
Z

f 2(y; z)p(y;z)
p1(y) dz − f

2
1 (y)

]
p1(y)dy =

=
∫
Y

[∫
Z

f 2(y; z)
p(y; z)

p1(y)
dz −

(∫
Z

f(y; z)
p(y; z)

p1(y)
dz
)2
]

︸ ︷︷ ︸
d(y)

p1(y)dy

äå d(y) = Df(y; ζ) ïðè ôiêñîâàíîìó y ∈ Y òà ζ � ÂÂ íà Z çi ùiëüíiñòþ
py(z) = p(y;z)

p1(y) . Îòæå, d(y) > 0, à òîìó i D1 −D2 =
∫
Y

d(y)p1(y)dy > 0. I

Àëå ÿêùî f1(y) áóäå ñêëàäíiøîþ çà f(x), öå íiâåëþ¹ çìåíøåííÿ äèñïåðñi¨.

3.1.3. Çàìiíà ìiðè (ìåòîä ñóòò¹âî¨ âèáiðêè)

Íåõàé I =
∫
X

f(x)p(x)dx, äå p(x) � ùiëüíiñòü µ(·). Âiçüìåìî ùiëüíiñòü q(x)

íà X: q(x) > 0 ïðè p(x) > 0. Òîäi I =
∫
X

f(x)p(x)
q(x)q(x)dx =

∫
X

h(x)q(x)dx.

Òàê âèíèêà¹ îöiíêà Î2 = 1
n

n∑
i=1

h(yi), äå {yi} � ðåàëiçàöi¨ ζ, ðîçïîäiëåíî¨ íà

X çi ùiëüíiñòþ q(x). {Î2} = {Î2(q)} ¹ ñóêóïíiñòþ íåçìiùåíèõ îöiíîê I. Äëÿ
ÿêî¨ q(x) äèñïåðñiÿ σ2

h íàéìåíøà?

ÒÅÎÐ. σ2
h → min äëÿ ùiëüíîñòi q0(x) = |f(x)|p(x)∫

X

|f(x)|p(x)dx
(òîáòî ïðîïîðöiéíî¨

|f(x)|p(x)), i σ2
h0

=
(∫
X

|f(x)|p(x)dx
)2 − I2.

J σ2
h0

=
∫
X

h2
0(x)q0(x)dx−

(∫
X

h0(x)q0(x)dx
)2

=
∫
X

f 2(x) · p
2(x)
q20(x)
· q0(x)dx− I2 =

=
∫
X

f 2(x) · p2(x)
|f(x)|p(x) ·

[∫
X

|f(y)|p(y)dy
]
dx− I2 =

(∫
X

|f(x)|p(x)dx
)2 − I2

Îïòèìàëüíiñòü âèïëèâà¹ iç íåðiâíîñòi σ2
h − σ2

h0
=

=
(∫
X

h2(x)q(x)dx− I2
)
−
(∫
X

h2
0(x)q0(x)dx− I2

)
=

=
∫
X

[
|f(x)| · p(x)

q(x)

]2
q(x)dx−

(∫
X

|f(x)|p(x)dx
)2

=

=
∫
X

[
|f(x)| · p(x)

q(x)

]2
q(x)dx−

(∫
X

[
|f(x)| · p(x)

q(x)

]
· q(x)dx

)2
=

= D
[
|f(ζ)| · p(ζ)

q(ζ)

]
> 0, äå ζ ðîçïîäiëåíà íà X çi ùiëüíiñòþ q(x). I

Îäíàê çàäà÷à ìîäåëþâàííÿ ÂÂ çi ùiëüíiñòþ q0(x) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó
íàñòiëüêè æ ñêëàäíà, ÿê îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà I.
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ÇÀÓÂ. Öåé ìåòîä ìîæíà âèêîðèñòàòè i êîëè I =
∫
X

f(x)µ(dx), òîáòî µ(·)

íå îáîâ'ÿçêîâî ÀáñÍåï. Ïðè öüîìó çàñòîñîâó¹òüñÿ ïîõiäíà Ðàäîíà-Íiêîäèìà.

ÏÐ. Ïîêàæåìî, ÿê ó çàäà÷àõ, äå σf íåñêií÷åííà, çà äîïîìîãîþ äàíîãî

ìåòîäó ìîæíà ïåðåéòè äî îöiíîê, ó ÿêèõ âîíà ñêií÷åííà. Íåõàé I =
1∫

0

f(x)√
x
dx,

äå f(x) îáìåæåíà, |f(x)| 6 K, � I çáiãà¹òüñÿ, � àëå ó äåÿêîìó ïðàâîìó
îêîëi 0 |f(x)| > C > 0 (êàæóòü, ùî f âiääiëåíà âiä 0).

Òîäi Î1 = 1
n

n∑
i=1

f(xi)√
xi
, äå {xi} � âèáiðêà ç ÑÐ ðîçïîäiëó, ¹ íåçìiùåíîþ îöií-

êîþ I, àëå σ2
f = +∞, áî äðóãèé ìîìåíò

1∫
0

f2(x)
x dx >

δ∫
0

C2

x dx = +∞, i ìè íå

ìîæåìî ñêîðèñòàòèñü ÖÃÒ äëÿ ç'ÿñóâàííÿ ïîõèáêè Î1 ïðè ðiçíèõ n.

q(x) = 1
2
√
x
¹ ùiëüíiñòþ íà [0; 1], òîæ ïåðåïèøåìî I = 2

1∫
0

f(x)q(x)dx.

Â îöiíêè Î2 = 2
n

n∑
i=1

f(yi), äå {yi} ¹ âèáiðêîþ iç ðîçïîäiëó çi ùiëüíiñòþ q(x),

äèñïåðñiÿ σ2
f ;q =

1∫
0

(2f(x))2q(x)dx− I2 = 2
1∫

0

f2(x)√
x
dx− I2 ñêií÷åííà.

3.1.4. Ðîçøàðóâàííÿ âèáiðêè

Íåõàé X =
m⋃
k=1

Xk, äå Xi ∩Xj = ∅, i 6= j � ðîçáèòòÿ îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ.

Òîäi I =
m∑
k=1

∫
Xk

f(x)µ(dx). Ââåäåìî ìiðó µk(·) = µ(·)
µ(Xk) íà Xk òà ïåðåïèøåìî

I =
m∑
k=1

µ(Xk)
∫
Xk

f(x)µk(dx). Îñêiëüêè µk(·) ¹ éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ íà Xk, îöi-

íèìî Jk =
∫
Xk

f(x)µk(dx) ÌÌÊ. Ïîçíà÷èâøè nk êiëüêiñòü ðåàëiçàöié x
(k)
i ∈ Xk

ÂÂ ç ðîçïîäiëîì µk(·), ìàòèìåìî îöiíêó Î =
m∑
k=1

µ(XK)
nk

nk∑
i=1

f(x
(k)
i ).

Îñêiëüêè x(k)
i ÿê ÂÂ Í/Ç, òî DÎ =

m∑
k=1

µ2(Xk)
n2k
· nkDf(x

(k)
i ); ìiíiìiçóâàòè ¨¨

îçíà÷à¹ ìiíiìiçóâàòè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ ìîìåíòiâ
m∑
k=1

µ2(Xk)
nk
·m2(f(x

(k)
i )).

ÒÂ. DÎ → min, êîëè ïðîïîðöi¨ ìiæ nk áëèçüêi äî ïðîïîðöié ìiæ âåëè÷è-
íàìè

∫
Xk

f(x)µ(dx) (öå íàãàäó¹ ìåòîä ñóòò¹âî¨ âèáiðêè).
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3.1.5. Âèïàäêîâi iíòåðïîëÿöiéíî-êâàäðàòóðíi ôîðìóëè

Íåõàé íà X çàäàíi ëiíiéíî íåçàëåæíi ôóíêöi¨ ϕ1(x), ..., ϕm(x) (òîòîæíiñòü
m∑
i=1

aiϕi(x) ≡ 0 äîñÿãà¹òüñÿ ëèøå ïðè a1 = ... = am = 0) i x1, ..., xm � ðiçíi

òî÷êè X. Äëÿ ôóíêöi¨ f : X→ R1 îçíà÷èìî êîåôiöi¹íòè c1, ..., cm óìîâîþ
m∑
j=1

cjϕj(xi) = f(xi), i = 1,m

Çà ôîðìóëàìè Êðàìåðà iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì L(f ;x) =
m∑
j=1

cjϕj(x) ¹

L(f ;x) = − 1

det ‖ϕi(xj)‖16i,j6m

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 ϕ1(x) ... ϕm(x)

f(x1) ϕ1(x1) ... ϕm(x1)
... ... ... ...

f(xm) ϕ1(xm) ... ϕm(xm)

∣∣∣∣∣∣∣∣
äå det ‖ϕi(xj)‖16i,j6m 6= 0. Äiéñíî, ïiäñòàâèâøè x = xk òà âiäíÿâøè âiä ïåðøî-
ãî ðÿäêà (k+1)-é, îòðèìà¹ìî ó ïåðøîìó ðÿäêó ¹äèíèé íåíóëüîâèé êîåôiöi¹íò
ó ïåðøîìó ñòîâï÷èêó, −f(xk). Ðîçêëàâøè öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì,
L(f ;xk) = − 1

det ‖ϕi(xj)‖16i,j6m × (−1)1+1(−f(xk))× det ‖ϕi(xj)‖16i,j6m = f(xk)

Ïðèïóñòèìî, ùî f òà {ϕi} íàëåæàòü L2
X(µ), ïðè÷îìó {ϕi} îðòîíîðìîâàíi.

ßêùî âîíè ¹ äîñòàòíüî ãëàäêèìè, òî ïðè âäàëîìó âèáîði òî÷îê {xj} ïîëiíîì
L(f ;x) ¹ õîðîøèì íàáëèæåííÿì f(x). Ç òèõ æå ìiðêóâàíü

∫
X

ϕ1(x)L(f ;x)µ(dx)

áóäå õîðîøèì íàáëèæåííÿì
∫
X

ϕ1(x)f(x)µ(dx); çîêðåìà, ïðè ϕ1(x) ≡ 1 ìà¹ìî

íàáëèæåííÿ I. ßê âîíî âèãëÿäà¹? Ðîçêëàäàþ÷è çà ïåðøèì ðÿäêîì,∫
X

L(f ;x)µ(dx) = − 1

det ‖ϕi(xj)‖16i,j6m
×

×
m∑
r=1

(−1)2+r det ‖f(xk);ϕ1(xk); ...;ϕr−1(xk);ϕr+1(xk); ...;ϕm(xk)‖16k6m×

×
∫
X

ϕ1(x)ϕr(x)µ(dx) =
{
iíòåãðàë ðiâíèé 0 ïðè r 6= 1 (îðòîíîðìîâàíiñòü)

}
=

=
1

det ‖ϕi(xj)‖16i,j6m
· det ‖f(xk);ϕ2(xk); ...;ϕm(xk)‖16k6m

òåïåð ðîçêëàäåìî âèçíà÷íèê ó ÷èñåëüíèêó çà ïåðøèì ñòîâïöåì {f(xk)} òà
îòðèìà¹ìî

m∑
k=1

Ak(x1; ...;xm)f(xk), äå

Ak(x1; ...;xm) =
(−1)1+k

det ‖ϕi(xj)‖16i,j6m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ2(x1) ... ϕm(x1)
... ... ...

ϕ2(xk−1) ... ϕm(xk−1)
ϕ2(xk+1) ... ϕm(xk+1)

... ... ...
ϕ2(xm) ... ϕm(xm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Îòæå, îöiíêîþ I ¹ Î =
m∑
k=1

Ak(x1; ...;xm)f(xk) = Km(f ;x1; ...;xm), ÿêà íà-

çèâà¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíî-êâàäðàòóðíîþ ôîðìóëîþ (IÊÔ).

Íåõàé íàáið òî÷îê ξ = (x1; ...;xm) ∈ Xm � ÂèïÂåê çi ùiëüíiñòþ g(t), äå
t = (t1; ...; tm), âiäíîñíî ìiðè µm(dt). Ïîçíà÷èìî

∆(t) = det ‖ϕi(tj)‖16i,j6m 6= 0
∆(f ; t) = det ‖f(tk);ϕ2(tk); ...;ϕm(tk)‖16k6m

òîäi îöiíêà Km(f ; ξ) = ∆(f ;ξ)
∆(ξ) . ßê âèáðàòè g? Ïîâèííà ìàòè ìiñöå ðiâíiñòü

MKm(f ; ξ)
{

=
∫
Xm
Km(f ; t)g(t)µm(dt)

}
=
∫
X

ϕ1(x)f(x)µ(dx)

ËÅÌÀ. Äëÿ íàáîðiâ {ϕi(x)}mi=1 òà {ψi(x)}mi=1 ôóíêöié ç L2
X(µ)∫

Xm
det ‖ϕi(tj)‖16i,j6m · det ‖ψi(tj)‖16i,j6mµ

m(dt) = m! · det ‖<ϕi;ψj>‖16i,j6m

äå <ϕi;ψj> =
∫
X

ϕi(x)ψj(x)µ(dx).

ÒÅÎÐ. 1. Íåõàé {ϕi(x)}mi=1 � îðòîíîðìîâàíà â L2
X(µ) ñèñòåìà. Òîäi

1) 1
m!∆

2(t) � ùiëüíiñòü çà ìiðîþ µm(·);
2) ßêùî ÂèïÂåê ξ ìà¹ òàêó ùiëüíiñòü, òîMKm(f ; ξ) =

∫
X

ϕ1(x)f(x)µ(dx).

J (1) ⇔ 1
m!

∫
Xm

∆2(t)µm(dt) = 1 âèïëèâà¹ ç ëåìè äëÿ ψi = ϕi i òîãî, ùî

‖<ϕi;ϕj>‖16i,j6m ¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ E âíàñëiäîê îðòîíîðìîâàíîñòi {ϕi}.
Âiäòàê MKm(f ; ξ) =

∫
Xm

∆(f ;t)
∆(t) ·

1
m!∆

2(t)µm(dt) = 1
m!

∫
Xm

∆(f ; t)∆(t)µm(dt).

Âiçüìåìî ψ1 = f òà ψk = ϕk äëÿ k = 2,m. Çà ëåìîþ MKm(f ; ξ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
<f ;ϕ1> <f ;ϕ2> ... <f ;ϕm>

0 1 ... 0
... ... 1 ...
0 0 ... 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = <f ;ϕ1> · det E =
∫
X

ϕ1(x)f(x)µ(dx) I

ÎÇÍ. {ϕi}mi=1 ðåãóëÿðíà âiäíîñíî ìiðè µ(·), ÿêùî µm{t : ∆(t) = 0} = 0.

ÒÅÎÐ. 2. Â óìîâàõ òåîðåìè 1

DKm(f ; ξ) 6
∫
X

∣∣f(x)−
m∑
k=1

<f ;ϕk> · ϕk(x)
∣∣2µ(dx)

i äëÿ ðåãóëÿðíî¨ {ϕi}mi=1 íåðiâíiñòü ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðiâíiñòü.
J DKm(f ; ξ) = MK2

m(f ; ξ)− (MKm(f ; ξ))2 = MK2
m(f ; ξ)− (<f ;ϕ1>)2,

MK2
m(f ; ξ) =

∫
t∈Xm : ∆(t) 6=0

∆2(f ;t)
∆2(t) ·

1
m!∆

2(t)µm(dt) = 1
m!

∫
t∈Xm : ∆(t)6=0

∆2(f ; t)µm(dt)

ßêùî {ϕi} � ðåãóëÿðíà, òî µm{t : ∆(t) = 0} = 0, i öi¹þ ìíîæèíîþ ìîæíà
çíåõòóâàòè; ó çàãàëüíîìó âèïàäêó îòðèìàíèé iíòåãðàë íå ïåðåâèùó¹ àíàëî-
ãi÷íîãî iíòåãðàëà ïî óñié ìíîæèíi Xm, δm = 1

m!

∫
Xm

∆2(f ; t)µm(dt).
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Çàñòîñó¹ìî ëåìó äëÿ íàáîðiâ {ϕi} = {ψi} = (f ;ϕ2; ...;ϕm):

δm =

∣∣∣∣∣∣∣∣
<f ; f> <f ;ϕ2> ... <f ;ϕm>
<f ;ϕ2> 1 ... 0

... ... 1 ...
<f ;ϕm> 0 ... 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà îñòàííiì ðÿäêîì:

δm = <f ;ϕm> · (−1)m+1·

∣∣∣∣∣∣∣∣
<f ;ϕ2> <f ;ϕ3> ... <f ;ϕm−1> <f ;ϕm>

1 0 ... 0 0
... ... ... ... ...
0 0 ... 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
ðîçêëàäà¹ìî ïî îñòàííüîìó ñòîâïöþ

+

+1 · (−1)m+m·

∣∣∣∣∣∣∣∣
<f ; f> <f ;ϕ2> ... <f ;ϕm−1>
<f ;ϕ2> 1 ... 0

... ... ... ...
<f ;ϕm−1> 0 ... 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= <f ;ϕm> · (−1)m+1 ·<f ;ϕm> · (−1)m−1+1 · det E + δm−1 =
= δm−1 − (<f ;ϕm>)2 = δm−2 − (<f ;ϕm−1>)2 − (<f ;ϕm>)2 = ...

= <f ; f>−
m∑
k=2

(<f ;ϕk>)2, îñêiëüêè δ1 = <f ; f>. Çíà÷èòü,

DKm(f ; ξ) 6 <f ; f>−
m∑
k=1

(<f ;ϕk>)2 =

=
∫
X

f 2(x)µ(dx)−
m∑
k=1

<f ;ϕk>
∫
X

f(x)ϕk(x)µ(dx) =

=
∫
X

f 2(x)µ(dx)−
∫
X

f(x)
[ m∑
k=1

<f ;ϕk>ϕk(x)
]
µ(dx) =

=
∫
X

[
f 2(x)− 2f(x)

m∑
k=1

<f ;ϕk>ϕk(x)
]
µ(dx) +

m∑
k=1

(<f ;ϕk>)2 ·
∫
X

ϕ2
k(x)µ(dx)

︸ ︷︷ ︸
=1

+

+2
∑

16i<j6m
<f ;ϕi> ·<f ;ϕj> ·

∫
X

ϕi(x)ϕj(x)µ(dx)

︸ ︷︷ ︸
=0, ϕi⊥ϕj

=

=
∫
X

[
f 2(x)− 2f(x)

m∑
k=1

<f ;ϕk>ϕk(x)
]
µ(dx) +

∫
X

[ m∑
k=1

(
<f ;ϕk> · ϕk(x)

)2
+

+2
∑

16i<j6m

[
<f ;ϕi> · ϕi(x)

]
·
[
<f ;ϕj> · ϕj(x)

]]
µ(dx) =

=
∫
X

[
f 2(x)− 2f(x)

m∑
k=1

<f ;ϕk>ϕk(x)
]
µ(dx) +

∫
X

[ m∑
k=1

<f ;ϕk> · ϕk(x)
]2
µ(dx) =

=
∫
X

[
f(x)−

m∑
k=1

<f ;ϕk>ϕk(x)
]2
µ(dx)

i äëÿ ðåãóëÿðíèõ {ϕi} íåðiâíiñòü ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðiâíiñòü. I
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Ðîçãëÿäàþ÷è iíøi ìåòîäè, ìè âiäìi÷àëè, ùî çà çìåíøåííÿ äèñïåðñi¨, ÿê
ïðàâèëî, äîâîäèòüñÿ ¾ïëàòèòè¿ çðîñòàííÿì îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi. Äëÿ
ìåòîäó âèïàäêîâèõ IÊÔ öå ïîâ'ÿçàíî ç:
• âèêîðèñòàííÿì ôîðìóë âèäó ∆(f ;ξ)

∆(ξ) ;
• çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó âiäáîðó äëÿ îòðèìàííÿ åëåìåíòiâ âèáiðêè;
• îá÷èñëåííÿì âèçíà÷íèêiâ âåëèêèõ ïîðÿäêiâ m.
Âií åôåêòèâíèé ïðè íåâåëèêèõ m, êîëè f áëèçüêà äî ëiíiéíî¨ êîìáiíà-

öi¨ {ϕk}, � ÿê âèäíî ç òåîðåìè 2, öå çìåíøó¹ äèñïåðñiþ òà ïîõèáêó. Òàêîæ
¨¨ çìåíøó¹ äîäàòêîâà çàëåæíiñòü ìiæ {xj}, êîëè îäíi âóçëè xj îáèðàþòüñÿ
âèïàäêîâî çãiäíî ìiðè µ(·), à iíøi ¹ äåòåðìiíîâàíèìè ôóíêöiÿìè âiä íèõ.

3.2. Éìîâiðíiñíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçêó ÑËÀÐ

ÑËÀÐ � ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.
Ðîçãëÿíåìî ìàðêiâñüêèé ëàíöþã (ËÌ) iç ñòàíàìè 1, 2, ..., n, ïî÷àòêîâèì

ðîçïîäiëîì p0 = (p0
1; ...; p

0
n) òà ïåðåõiäíîþ ìàòðèöåþ P = ‖pij‖16i,j6n,

n∑
j=1

pij =

1− gi, äå gi > 0 � éìîâiðíiñòü îáðèâó òðà¹êòîði¨ â ñòàíi i.
Áóäü-ÿêié òðà¹êòîði¨ ω = i0 → i1 → ... → ir (→ ×) âiäïîâiäà¹ ¨¨ éìîâið-

íiñòü p0
i0
pi0i1×...×pir−1irgir , i íà äèñêðåòíié ìíîæèíi óñiõ ñêií÷åííèõ òðà¹êòîðié

âèíèêà¹ éìîâiðíiñíà ìiðà:
∞∑
r=0

n∑
i0=1

n∑
i1=1

...
n∑

ir=1

p0
i0
pi0i1 × ...× pir−1irgir = 1

Äîâåäåìî äàíó ðiâíiñòü, òîáòî ïîêàæåìî, ùî öå äiéñíî éìîâiðíiñíà ìiðà.
J Ðîçãëÿíåìî ÑËÀÐ Z = PZ +G, äå âåêòîð-ñòîâïöi G = (g1; g2; ...; gn)

T , à Z

� íåâiäîìå. Ïåðøà íîðìà ìàòðèöi P , λ1(P ) = max
16i6n

n∑
j=1

pij = max
i

(1− gi) < 1,

áî âñi gi > 0. ßê âiäîìî, òàêà ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé iòåðàöiéíèé ðîçâ'ÿçîê
Z = lim

m→∞
Zm = lim

m→∞
(E + P + P 2 + ...+ Pm)G

Ç iíøîãî áîêó, ëåãêî áà÷èòè, ùî öèì ðîçâ'ÿçêîì ¹ (1; 1; ...; 1)T :

P (1; 1; ...; 1)T +G = ‖
n∑
j=1

pij‖T16i6n + ‖gi‖T16i6n = (1; 1; ...; 1)T

Òîìó (1; 1; ...; 1)T = Z = lim
m→∞

(E + P + P 2 + ...+ Pm)G =

= ‖
∞∑
r=0

n∑
i1=1

...
n∑

ir=1

pi0i1 × ...× pir−1irgir‖T16i06n

à îñêiëüêè <p0;Z> =
n∑
j=1

p0
j = 1, òî, ìiíÿþ÷è ìiñöÿìè

∑
i0

é
∑
r
, îòðèìó¹ìî

1 = <p0;Z> =
∞∑
r=0

n∑
i0=1

[ n∑
i1=1

...
n∑

ir=1

p0
i0
pi0i1 × ...× pir−1irgir

]
I
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ßêùî íà òðà¹êòîðiÿõ i0 → i1 → ...→ ir çàäàíî ôóíêöiîíàë Φ(i0; i1; ...; ir)
iç ñêií÷åííèì MΦ, òî

MΦ =
∞∑
r=0

n∑
i0=1

n∑
i1=1

...
n∑

ir=1

Φ(i0; i1; ...; ir)p
0
i0
pi0i1 × ...× pir−1irgir (∗)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ÑËÀÐ âèäó X = AX + F , äå
A = ‖aij‖16i,j6n, X = (x1;x2; ...;xn)

T , F = (f1; f2; ...; fn)
T

òàêi, ùî ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü (iòåðàöié) ðîçâ'ÿçêó ¹ çáiæíèì: ïî-
êëàäàþ÷è Xm = AXm−1 + F , äå X0 = F (àáî X0 = (0; 0; ...; 0)T ), äëÿ m ∈ N,
ìàòèìåìî Xm −−−→

m→∞
X̃ � ðîçâ'ÿçêó âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ.

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê X̃, ïðè÷îìó âií ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó

âèãëÿäi ðÿäó Íåéìàíà: X̃ =
∞∑
k=0

AkF .

ßêùî äîäàòêîâî λ1(|A|) < 1, òîáòî âèêîíóþòüñÿ óìîâè çáiæíîñòi ìàæî-
ðàíòíîãî iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó

X̃m = |A|X̃m−1 + |F |, äå |A| = ‖|aij|‖16i,j6n, |F | = ‖|fi|‖T16i6n
òî X̃ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi

X̃ = ‖
∞∑
k=0

n∑
i1=1

...
n∑

ik=1

ai0i1ai1i2 × ...× aik−1ikfik‖T16i06n

i äëÿ äîâiëüíîãî H = (h1;h2; ...;hn)
T :

<H; X̃> =
∞∑
k=0

n∑
i0=1

n∑
i1=1

...
n∑

ik=1

hi0ai0i1ai1i2 × ...× aik−1ikfik (∗∗)

Îïèøåìî éìîâiðíiñíèé ìåòîä îá÷èñëåííÿ <H; X̃>. Âiçüìåìî äîâiëüíèé
ËÌ, ùî çàäà¹òüñÿ ïàðîþ (p0;P ) òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè óçãîäæåííÿ:

ÿêùî hi 6= 0, òî p0
i > 0; ÿêùî aij 6= 0, òî pij > 0; ÿêùî fi 6= 0, òî gi > 0

I ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë Φ0(i0; i1; ...; ir) =
hi0ai0i1 × ...× air−1irfir
p0
i0
pi0i1 × ...× pir−1irgir

.

Òîäi, çãiäíî (∗) òà (∗∗), MΦ0 = <H; X̃>. (Iñíóâàííÿ MΦ0 âèïëèâà¹ çi
çáiæíîñòi ìàæîðàíòíîãî iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó.)

Ïðàêòè÷íî: ìîäåëþ¹ìî Í/Ç ÷èíîì N òðà¹êòîðié ËÌ, âèçíà÷åíîãî (p0;P )

� {(ij0; i
j
1; ...; i

j
rj

)}Nj=1 � i îá÷èñëþ¹ìî íà êîæíié ôóíöiîíàë Φ0. Îòðèìà¹ìî

÷èñëà Φj
0 = Φ0(i

j
0; i

j
1; ...; i

j
rj

). Òîäi íà ïiäñòàâi ÏÇÂ×

P
{

1
N

N∑
j=1

Φj
0 −−−→
N→∞

<H; X̃>
}

= 1

òîáòî 1
N

N∑
j=1

Φj
0 áóäå ¾õîðîøîþ¿ îöiíêîþ äëÿ <H; X̃>.

ÇÀÓÂ. Òàêi îá÷èñëåííÿ ìîæíà ðîçïàðàëåëèòè: j-é ¾ïðîöåñîð¿ íåçàëåæíî
âiä iíøèõ ìîäåëþ¹ òðà¹êòîðiþ ωjrj òà îá÷èñëþ¹ Φj

0.
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Òàê ìè îá÷èñëþ¹ìî iíòåãðàë (Ëåáåãà çà äèñêðåòíèì ðîçïîäiëîì) ïî òðà-
¹êòîðiÿõ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó � ñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòÿõ i0, i1, ..., ir.

Îá÷èñëåííÿ <H; X̃> ðîçãëÿäà¹ìî ÿê ðîçâ'ÿçîê ÑËÀÐ X = AX + F , áî,
óçÿâøè Hk = (0; 0; ...; 0︸ ︷︷ ︸

k−1

; 1; 0; 0; ...; 0︸ ︷︷ ︸
n−k

), ìà¹ìî <Hk; X̃> = x̃k; âiäïîâiäíî äëÿ

Φ0;k ç hi0 = δi0,k îöiíêà 1
N

N∑
j=1

Φj
0;k áóäå íàáëèæåííÿì x̃k. Öi n ñóì ìîæíà

îá÷èñëþâàòè îäíî÷àñíî, äîäàþ÷è çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà íà òðà¹êòîði¨, ÿêà
ïî÷àëàñÿ çi ñòàíó k, äî îäíî¨ ñóìè ç íîìåðîì k.

ÇÀÓÂ. Äëÿ åêîíîìi¨ ïàì'ÿòi äîñòàòíüî çáåðiãàòè ëèøå íîìåðè ïî÷àòêî-
âîãî, ïîïåðåäíüîãî òà ïîòî÷íîãî ñòàíiâ, àäæå

Φ0(i0; i1; ...; ir) =

(
hi0
p0
i0

)
·
(
ai0i1
pi0i1

)
× ...×

(
air−1ir
pir−1ir

)
·
(
fir
gir

)
• Ïîðiâíÿ¹ìî òðóäî¹ìíîñòi � êiëüêîñòi åëåìåíòàðíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ

îïåðàöié � ïðè iòåðàöiéíîìó (Rn) òà éìîâiðíiñíîìó (Sn) ðîçâ'ÿçêàõ ÑËÀÐ.
Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòè÷íà ïî n→∞ åêâiâàëåíòíiñòü

Sn
Rn
∼
N log2 n+ n

M

n2

äå M � êiëüêiñòü iòåðàöié, íåîáõiäíèõ äëÿ äîñÿãíåííÿ áàæàíî¨ òî÷íîñòi ε.
Çãiäíî ç òåîði¹þ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ, M ∼ | ln ε|

| lnλ1| , äå λ1 = λ1(|A|). Ó ñâîþ

÷åðãó, ÿê íàñëiäîê iç ÖÃÒ äëÿ ÌÌÊ, N ∼ σ2

ε2 . Çâiäñè äëÿ ôiêñîâàíîãî ε
Sn
Rn
∼ 1

n2

(
σ2

ε2 log2 n+ n · | lnλ1|| ln ε|
)

= σ2

ε2 ·
log2 n
n2 + | lnλ1|

| ln ε| ·
1
n −−−→n→∞

0

òàê ùî ÌÌÊ àñèìïòîòè÷íî ïî âèìiðíîñòi íåâiäîìîãî âåêòîðà X âèÿâëÿ¹òüñÿ
åôåêòèâíiøèì, øâèäøèì çà iòåðàöiéíèé ìåòîä.

Ñõîæèé ðåçóëüòàò ìîæíà îòðèìàòè, êîëè ìàòðèöÿ A ìà¹ íóëüîâi êîåôi-
öi¹íòè, ïðè÷îìó êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ ïðîïîðöiéíà qn2 ç q < 1.

Ç iíøîãî áîêó, éìîâiðíiñíèé ìåòîä âíàñëiäîê âëàñíå ñâî¹¨ ñòîõàñòè÷íî-
ñòi ìîæå ïðèâåñòè äî îöiíêè, äàëåêî¨ âiä òî÷íîãî X̃, äî ÿêîãî ãàðàíòîâàíî
çáiãà¹òüñÿ iòåðàöiéíèé ïðîöåñ.
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4. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ Ìîíòå-Êàðëî

4.1. Ìîäåëþâàííÿ ðóõó ÷àñòèíîê êðiçü ðå÷îâèíó

Íåõàé ¹âêëiäiâ ïðîñòiðR3 ç äåêàðòîâîþ ÑÊOxyz ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñåðåäîâèùå,
çàïîâíåíå íåîäíîðiäíîþ ðå÷îâèíîþ, êîæíà òî÷êà r(x; y; z) ÿêîãî õàðàêòåðè-
çó¹òüñÿ íàñòóïíèìè ïàðàìåòðàìè:
• σ(r) ∈ [0; +∞) � êîåôiöi¹íò ïîñëàáëåííÿ ïîòîêó;
• σa(r) ∈ [0;σ(r)) � êîåôiöi¹íò ïîãëèíàííÿ (absorb),
• σs(r) ∈ [0;σ(r)) � êîåôiöi¹íò ðîçñiþâàííÿ (scatter), σa(r) +σs(r) = σ(r)
• g(r; s) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó êóòà ðîçñiþâàííÿ íà [0;π].

×àñòèíêà, êîòðó ðîçãëÿäà¹ìî ÿê ìàòåðiàëüíó òî÷êó, ðóõà¹òüñÿ êðiçü ðå÷î-
âèíó. Âíàñëiäîê ¾çiòêíåííÿ¿ ç ðå÷îâèíîþ âîíà ïîãëèíà¹òüñÿ ÷è ðîçñiþ¹òüñÿ
(çìiíþ¹ íàïðÿìîê ðóõó). Ââàæà¹ìî, ùî ìàþòü ìiñöå òàêi ïðèïóùåííÿ:
• àáñîëþòíà âåëè÷èíà |V | øâèäêîñòi V ðóõó ÷àñòèíêè íåçìiííà;
• ïî÷àâøè ðóõ àáî ðîçñiÿâøèñü ó òî÷öi c (collision), ÷àñòèíêà ìà¹ íàïðÿì

ðóõó, ÿêèé çàäà¹òüñÿ îäèíè÷íèì âåêòîðîì d = (dx; dy; dz), i ðóõà¹òüñÿ ó öüîìó
íàïðÿìêó äî íàñòóïíîãî çiòêíåííÿ c+ ld;
• ïðè öüîìó äîâæèíà âiëüíîãî ïðîáiãó ìiæ çiòêíåííÿìè l � ÂÂ, ðîçïîäi-

ëåíà íà [0; +∞] çi ùiëüíiñòþ pl(t) = σ(z(t))e
−

t∫
0

σ(z(u))du
= d

dt

[
1− e

−
t∫
0

σ(z(u))du]
,

äå z(t) = c+ td;
• âíàñëiäîê çiòêíåííÿ â ò. c ÷àñòèíêà ïîãëèíà¹òüñÿ ç éìîâiðíiñòþ σa(c)

σ(c)

(òîäi ðóõ çàêií÷ó¹òüñÿ), ÷è ðîçñiþ¹òüñÿ ç éìîâiðíiñòþ σs(c)
σ(c) .

Òàêèì ÷èíîì, òðà¹êòîðiÿ ÷àñòèíêè � ëàìàíà.
• ïiä ÷àñ ðîçñiþâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ çìiíà íàïðÿìêó ðóõó. Âîíà âèçíà÷à¹-

òüñÿ äâîìà êóòàìè: àçèìóòàëüíèì ϕ � ïîâîðîòó íàâêîëî îñi-íàïðÿìó ðóõó
äî çiòêíåííÿ, � òà ðîçñiþâàííÿ θ � ïîâîðîòó â ïëîùèíi, âèçíà÷åíié àçè-
ìóòàëüíèì êóòîì, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïîïåðåäíié íàïðÿìîê, ÿêèé âiäðàõî-
âó¹òüñÿ âiä öüîãî íàïðÿìêó. Àçèìóòàëüíèé êóò ðîçïîäiëåíèé ðiâíîìiðíî íà
[0; 2π] (içîòðîïíèé), êóò ðîçñiþâàííÿ � çi ùiëüíiñòþ g(c; s) íà [0; π].

Ç'ÿñó¹ìî, ÿê ïîâ'ÿçàíi äåêàðòîâi êîîðäèíàòè íàïðÿìêó ðóõó äî (d) òà ïiñëÿ
(d′) ðîçñiþâàííÿ â ò. c, âèçíà÷åíîãî àçèìóòàëüíèì êóòîì ϕ òà êóòîì ðîçñi-
þâàííÿ θ. Îñêiëüêè àçèìóòàëüíèé êóò ðîçïîäiëåíèé ðiâíîìiðíî, éîãî ìîæíà
âiäëiêîâóâàòè âiä áóäü-ÿêî¨ âiñi, ùî ïðîõîäèòü â ïëîùèíi, ïåðïåíäèêóëÿðíié
d, ÷åðåç c. ßêùî ïåðåíåñòè ïî÷àòîê ÑÊ â c, òî â òàêié ÑÊ O′x′y′z′ (O′ = c)
òî÷êè âêàçàíî¨ ïëîùèíè çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

dxx
′ + dyy

′ + dzz
′ = 0 ⇔ <d; (x′; y′; z′)> = 0
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Âiçüìåìî â öié ÑÊ îäèíè÷íi âåêòîðè u òà v, ÿêi ðàçîì ç d óòâîðþâàòèìóòü
ðåïåð, òîáòî ïðàâó òðiéêó (u; v; d) âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ îðò (ïðàâó �
uvd > 0). Äîñòàòíüî âèáðàòè u ⊥ d, òîäi ìîæíà óçÿòè v = d× u).

Â ÑÊ ç îðòàìè u, v, d âåêòîð d ìà¹ êîîðäèíàòè (0; 0; 1). Ïîâåðíóâøè éîãî
íàâêîëî u íà êóò ðîçñiþâàííÿ θ, ìàòèìåìî d1, ÿêèé ó öié ÑÊ ìà¹ êîîðäèíàòè
(0; sin θ; cos θ). Ïîâåðíåìî d1 íà àçèìóòàëüíèé êóò ϕ íàâêîëî d, îòðèìà¹ìî
(â öié æå ÑÊ) d2 = (− sinϕ sin θ; cosϕ sin θ; cos θ). Öå i ¹ íîâèé íàïðÿìîê d′;
àáè âèðàçèòè éîãî â ¾àáñîëþòíié¿ äåêàðòîâié ÑÊ Oxyz, ëèøà¹òüñÿ óçÿòè
âiäïîâiäíó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ u, v, d:

d′ = − sinϕ sin θ · u+ cosϕ sin θ · v + cos θ · d (∗)

Êóò ϕ ìîäåëþ¹òüñÿ ÿê 2πα, äå α � ÑÐ Â×. Ìîäåëþâàííÿ θ çàëåæèòü
âiä ùiëüíîñòi g(c; s); ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, îñêiëüêè ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó θ,

G(t) =
t∫

0

g(c; s)ds äëÿ t ∈ [0;π], ìîæíà ñêîðèñòàòèñü ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ:

θ = G−1(β), äå β � ÑÐ, i, ìîäåëþâàâøè β, çíàéòè tβ, äëÿ ÿêîãî
tβ∫
0

g(c; s)ds = β

(íàïðèêëàä, ìåòîäîì äiëåííÿ íàâïië; äèâ. íèæ÷å), òà ïîêëàñòè θ := tβ.
ßêùî θ òåæ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé � θ := πβ.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ìîäåëþâàííÿ l, äîâæèíè âiëüíîãî ïðîáiãó. Çãiäíî îçíà-

÷åííÿ pl(t), Fl(t) = 1− e
−

t∫
0

σ(z(u))du
, äå z(u) = c+ ud.

ÎÇÍ. τ(t) =
t∫

0

σ(z(u))du � îïòè÷íà äîâæèíà âiäðiçêà [c; c+ td].

Fl(t) = 1− e−τ(t) i pl(t) = d
dtτ(t) · e−τ(t). Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîðèñòóþ-

÷èñü ÔÎ, ìîäåëþ¹ìî l := F−1(α) ÿê ðîçâ'ÿçîê t ðiâíÿííÿ 1− e−τ(t) = α, äå α
� ÑÐ Â×. Ïiñëÿ çàìiíè 1− α íà α ìàòèìåìî t = τ−1(− lnα) (∗∗)

Çíàéäåìî òàêå t ìåòîäîì äiëåííÿ íàâïië:
0) Ïîêëàäà¹ìî S := 0, E := 1;

1) Ïîäâîþ¹ìî E (2, 4, ...), ïîêè íå ñòàíå τ(E) =
E∫
0

σ(z(u))du > − lnα;

2) Ïîêëàäà¹ìî M := S+E
2 òà ïåðåâiðÿ¹ìî:

a) ÿêùî τ(M) < − lnα, òî S := M ,
b) ÿêùî τ(M) > − lnα, òî E := M ;

3) ßêùî |S − E| < δ, äå δ � áàæàíà òî÷íiñòü, áåðåìî l := M ; iíàêøå
ïîâåðòà¹ìîñü äî êðîêó (2).
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τ(M) çíàõîäèìî ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè. Çîêðåìà, äëÿ ïðèñêîðåííÿ îá÷è-

ñëåíü ñêîðèñòà¹ìîñü àäèòèâíiñòþ iíòåãðàëà:
Mi+1∫

0

σ =
Mi∫
0

σ +
Mi+1∫
Mi

σ.

Ó âèïàäêó, êîëè σ(r) � êóñêîâî-ñòàëà, ìîäåëþâàòè l ïðîñòiøå: ïðîìiíü
c+ td, t ∈ [0; +∞), ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïðîìiæêè, íà êîæíîìó ç ÿêèõ σ(z) ñòàëà
� λ1, λ2, ... Òîäi Fl(t) � ¾êóñêîâî-ïîêàçíèêîâà¿ ç ðiçíèìè λi ó e−λit, òî÷íiøå
Fl(t) = ci − e−λit äëÿ t ç i-ãî ïðîìiæêó, òîìó øóêàòè F−1

l (t) ëåãøå. Çîêðåìà,
êîëè σ(r) ≡ λ, ìà¹ìî Fl(t) = 1− e−λt, çâiäêè l← − 1

λ lnα.
Íàâiòü ÿêùî σ(r) � íå êóñêîâî-ñòàëà, îáëàñòü ìîæíà ðîçáèòè íà äîñòàòíüî

ìàëåíüêi çîíè, ó êîæíié ç ÿêèõ âîíà ¾ïðèáëèçíî¿ ñòàëà, i çàìiñòü σ óçÿòè
âiäïîâiäíå íàáëèæåííÿ σ̃.

Ïåðåõîäèìî äî ìîäåëþâàííÿ òðà¹êòîði¨ ÷àñòèíêè. Âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ ïî-
ñëiäîâíiñòþ òî÷îê çiòêíåííÿ c0, c1, ..., äå c0 � ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ, â ÿêîìó
÷àñòèíêà ìà¹ ïî÷àòêîâèé íàïðÿì d0.

Îñêiëüêè ó äàíié ìîäåëi σa(r) òà σs(r) ïîòðiáíi òiëüêè äëÿ çíàõîäæåííÿ
éìîâiðíîñòåé ïîãëèíàííÿ σa(r)

σ(r) òà ðîçñiþâàííÿ σs(r)
σ(r) , ìîæíà ïåðåéòè äî éìî-

âiðíîñòi ðîçñiþâàííÿ � s(r) = σs(r)
σ(r) , i ââàæàòè çàäàíîþ âiäðàçó ¨¨. Òîäi éìî-

âiðíiñòü ïîãëèíàííÿ â r �
(
1− s(r)

)
.

0) Iíiöiàëiçàöiÿ: ÷àñòèíêà ïî÷èíà¹ ðóõ ç c0 ó íàïðÿìêó d0;
1) Ìîäåëþ¹ìî äîâæèíó âiëüíîãî ïðîáiãó äî ÷åðãîâîãî çiòêíåííÿ çà (∗∗):

l := τ−1(− lnα1), äå α1 � ÑÐ Â×, τ(t) =
t∫

0

σ(ci + udi)du;

2) Íàñòóïíà òî÷êà çiòêíåííÿ ci+1 := ci + ldi;
3) Ðîçñiþâàííÿ ÷è ïîãëèíàííÿ? Ìîäåëþ¹ìî ÑÐ Â× α2: ÿêùî α2 < s(ci+1)

� ðîçñiþâàííÿ, iíàêøå � ïîãëèíàííÿ i îáðèâ òðà¹êòîði¨;
4) Ìîäåëþ¹ìî íîâèé íàïðÿìîê di+1 ó ò. ci+1 çà ïîïåðåäíiì di çãiäíî (∗);
5) Ïîâåðòà¹ìîñü äî êðîêó (1) ç ÷àñòèíêîþ â ci+1 i íàïðÿìêîì ðóõó di+1.

Íà ìîäåëüîâàíèõ òàêèì ÷èíîì òðà¹êòîðiÿõ ìîæíà îá÷èñëþâàòè ðiçíîìà-
íiòíi ôóíêöiîíàëè íà çðàçîê êiëüêîñòi âiäðiçêiâ òà çàãàëüíî¨ äîâæèíè. Áå-
ðó÷è çíà÷åííÿ öèõ ôóíêöiîíàëiâ ç éìîâiðíiñíèìè âàãàìè, îòðèìó¹ìî õàðà-
êòåðèñòèêè òèïó ñåðåäíiõ � íàáëèæåííÿ âåëè÷èí, àíàëiòè÷íå àáî ÷èñåëüíå
çíàõîäæåííÿ ÿêèõ ñêëàäíå.

Òàêîæ ìîæíà îöiíþâàòè éìîâiðíîñòi ïîäié íà çðàçîê ¾÷àñòèíêà âèéäå
çà ìåæi äàíî¨ îáëàñòi¿, ¾÷àñòèíêà óâiéäå â äàíó îáëàñòü¿, ¾÷àñòèíêà áóäå
ïîãëèíóòà ó øàði ðå÷îâèíè ìiæ äàíèìè äâîìà îáëàñòÿìè¿ òîùî.
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4.2. Ìîäåëþâàííÿ ñèñòåìè ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòó ìîäåëü ÑÌÎ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n ëiíié îáñëóãîâóâàí-
íÿ. Ó âèïàäêîâi ìîìåíòè ÷àñó äî ñèñòåìè íàäõîäÿòü çàÿâêè ÿê ïóàññîíiâñüêèé
ïîòiê iíòåíñèâíîñòi λ. ×åðãîâà çàÿâêà îáðîáëÿ¹òüñÿ âiëüíîþ ëiíi¹þ ç íàéìåí-
øèì íîìåðîì ïðîòÿãîì ñòàëîãî ÷àñó tz, ó öåé ÷àñ ëiíiÿ çàéíÿòà. ßêùî âiëüíèõ
ëiíié äëÿ çàÿâêè íåìà¹ � âiäìîâà, öÿ çàÿâêà çàëèøà¹ ñèñòåìó.

Ïîâåäiíêà ñèñòåìè ïðîòÿãîì òðèâàëîãî ÷àñó âèçíà÷à¹ ñòàòèñòè÷íi õàðà-
êòåðèñòèêè, òàêi ÿê äîëÿ âiäìîâ, äîëÿ çàéíÿòèõ ó ñåðåäíüîìó ëiíié òîùî.

Ñêîðèñòàéìîñü òèì, ùî ïðîìiæêè ìiæ ïîñëiäîâíèìè ñòðèáêàìè ïóàññîíiâ-
ñüêîãî ïðîöåñó ¹ Í/Ç ÂÂ, ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíi ç ïàðàìåòðîì λ. Çíàþ÷è â
ìîìåíò íàäõîäæåííÿ çàÿâêè ñòàí êîæíî¨ ëiíi¨, ìè ìîæåìî âêàçàòè âiëüíó ëi-
íiþ (ÿêùî òàêà ¹), êîòðà ïðèéìå çàÿâêó, i âiäïîâiäíî çìiíèòè ¨¨ ñòàí. Ó ñâîþ
÷åðãó, ñòàí ëiíi¨ â äàíèé ìîìåíò îïèñó¹òüñÿ iíøèì ìîìåíòîì � êîëè âîíà
çàêií÷èëà/çàêií÷èòü îáðîáëÿòè çàÿâêè, ÿêi äî íå¨ íàäiéøëè â ìèíóëîìó.

Àëãîðèòì òàêèé:
0) Iíiöiàëiçàöiÿ: ëi÷èëüíèêè ïðèéíÿòèõ (accepted) òà âiäìiíåíèõ (cancelled)

çàÿâîê A := 0, C := 0; ìîìåíòè çâiëüíåííÿ ëiíié T1 := 0, ..., Tn := 0; ïîòî÷íèé
÷àñ ñèñòåìè t := 0;

1) Ìîäåëþ¹ìî iíòåðâàë äî ÷åðãîâî¨ çàÿâêè: ∆ := − 1
λ lnα, äå α � ÑÐ Â×;

2) Ïåðåõiä äî ìîìåíòó ÷åðãîâî¨ çàÿâêè: t := t+ ∆;
3) Êiíåöü? ßêùî t > T , äå T � çàãàëüíà òðèâàëiñòü ìîäåëþâàííÿ â óìîâ-

íèõ ÷àñîâèõ îäèíèöÿõ, âîíî çàâåðøó¹òüñÿ. Iíàêøå
4) Âèáið ëiíi¨: ïåðåâiðÿ¹ìî ïî ÷åðçi êîæíó (i-òó) ëiíiþ, i = 1, 2, ..., ÷è

çàêií÷èëà âîíà îáðîáêó ñâî¨õ çàÿâîê � t > Ti?
4a) ÿêùî t > Ti, çàÿâêó ïðèéìà¹ i-òà ëiíiÿ, ìîìåíòîì ¨¨ çâiëüíåííÿ ñòà¹

Ti := t+ tz. Òàêîæ A := A+ 1;
4b) ÿêùî âiëüíèõ ëiíié íåìà¹, t < Ti äëÿ óñiõ i, � âiäìîâà, C := C + 1;

5) Ïîâåðòà¹ìîñü äî êðîêó (1).

Ùîá ïîðàõóâàòè, ñêiëüêè ÷àñó êîæíà ëiíiÿ ëèøà¹òüñÿ âiëüíîþ, ââåäåìî
ëi÷èëüíèêè òðèâàëîñòi âiëüíîãî ÷àñóR1, ..., Rn, iíiöiàëiçîâàíi 0, i íà êðîöi (4a)
ïåðåä çìiíîþ Ti íà t+ tz äîäàâàòèìåìî äî Ri ðiçíèöþ t−Ti: öå ïðîìiæîê ìiæ
çâiëüíåííÿì i-¨ ëiíi¨ òà ïîòî÷íèì ìîìåíòîì ïðèéíÿòòÿ çàÿâêè. Íàïðèêiíöi
ìîäåëþâàííÿ äîäà¹ìî äî êîæíîãî Ri âiäïîâiäíå (T −Ti), ÿêùî T > Ti, � àáè
âðàõóâàòè ÷àñ ìiæ îñòàííiì çâiëüíåííÿì òà êiíöåì ïåðiîäó ìîäåëþâàííÿ.

Ðåàëiçàöiÿ öüîãî àëãîðèòìó íà ìîâi ïðîãðàìóâàííÿ R íàâåäåíà äàëi:
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modQueue <- function(intens, durat, N, T) {

nAcc <- 0; nCan <- 0

fTime <- rep(0, N); relax <- rep(0, N)

now <- 0

while (now <= T) {

delta <- -1 / intens * log(runif(1))

now <- now + delta

if (now <= T) {

acc <- FALSE

for (i in 1:N) {

if (now >= fTime[i]) {

nAcc <- nAcc + 1

relax[i] <- relax[i] + (now - fTime[i])

fTime[i] <- now + durat

acc <- TRUE

break

}

}

if (acc == FALSE) {

nCan <- nCan + 1

}

}

}

for (i in 1:N) {

relax[i] <- relax[i] + max(0, T - fTime[i])

}

return (list(c(nAcc, nCan), relax))

}

Ðåçóëüòàòè êiëüêîõ çàïóñêiâ:

>modQueue(2, 0.5, 5, 1000)

[[1]] 1986, 4 [[2]] 495, 705, 863, 954, 991

>modQueue(2, 6, 5, 1000)

[[1]] 743, 1252 [[2]] 80, 94, 101, 138, 145

>modQueue(2, 6, 10, 1000)

[[1]] 1395, 664 [[2]] 79, 92, ..., 253, 314
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