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Âñòóï

Òåîðiÿ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ (ÒÌÎ) � öå òåîðiÿ ñèñòåì ìàñîâîãî îá-
ñëóãîâóâàííÿ (ÑÌÎ). �¨ ùå íàçèâàþòü òåîði¹þ ÷åðã, Queueing Theory.

Ïî÷àòîê ðîçâèòêó ÒÌÎ âiäíîñÿòü äî ïåðøî¨ ïîëîâèíè XX ñò., äî ðîáiò
äàòñüêîãî ìàòåìàòèêà À. Ê. Åðëàíãà, ÿêèé ïðàöþâàâ ó òåëåôîííié êîìïàíi¨
Êîïåíãàãåíà. Âií äîñëiäæóâàâ ðîáîòó òåëåôîííî¨ ìåðåæi, êiëüêîñòi ïðèëà-
äiâ òà òåëåôîíiñòîê (òîãî÷àñíi òåëåôîííi ñòàíöi¨ ïîòðåáóâàëè îïåðàòîðiâ, ÿêi
âðó÷íó ç'¹äíóâàëè âiäïîâiäíi íîìåðè, i àáîíåíò ïîâèíåí áóâ ñïî÷àòêó ñêàçà-
òè îïåðàòîðó, ç ÿêèì íîìåðîì âií ïðàãíå çâ'ÿçàòèñü). Çîêðåìà, óæå â éîãî
ðîáîòàõ âèäiëåíî äâà âàæëèâi òèïè òàêèõ ñèñòåì: ç ÷åðãàìè òà áåç.

Òèïîâi ïðèêëàäè ÑÌÎ:
• Íà áåðåçi ði÷êè ÷åêà¹ êiëüêà ÷îâíiâ iç ÷îâíÿðàìè. Äî ði÷êè ç ëiñó âèõî-

äÿòü ëþäè, ùî ïëàòÿòü ÷îâíÿðàì, i òi ïåðåâîçÿòü ¨õ íà iíøèé áåðåã.
• Õîëë íà ïåðøîìó ïîâåðñi õìàðî÷îñà, äå êëi¹íòè áàíêó ïiäõîäÿòü äî êàñ,

àáè çðîáèòè âíåñîê, çàáðàòè ãðîøi òîùî.
• Íà øîñå ïîñåðåä ïóñòåëi ìàøèíè ïiä'¨æäæàþòü äî çàïðàâêè.
• Äî ñåðâåðó íàäõîäÿòü çàïèòè âiä êîðèñòóâà÷iâ íà àâòîðèçàöiþ, çàâàíòà-

æåííÿ êîíòåíòó òà éîãî âèäàëåííÿ òîùî.

Ó áóäü-ÿêié ÑÌÎ ìè âèäiëÿ¹ìî ïðèíàéìíi äâi îñíîâíi êîìïîíåíòè: ïîäi¨,
ÿêi ùå íàçèâàþòü çàïèòàìè àáî çàÿâêàìè, i òå, ùî ¨õ îáðîáëÿ¹ � ïðèëàäè.

Ðîçãëÿíåìî êîíêðåòíó ÑÌÎ òà ïîñòàâèìî êiëüêà ïèòàíü:
• ßêèé ðîçïîäië êiëüêîñòi çàïèòiâ ïðîòÿãîì ïåâíîãî ïðîìiæêà ÷àñó?
• ßê ðîçïîäiëåíà òðèâàëiñòü îáðîáêè îäíîãî çàïèòó?
• Ñêiëüêè ïðèëàäiâ?
• ×è ìîæóòü çàïèòè ñòàâàòè ó ÷åðãó àáî â äåêiëüêà ÷åðã?
• Ó ÿêîìó ïîðÿäêó îáñëóãîâóþòüñÿ çàïèòè?
• Ñêiëüêè â ñåðåäíüîìó çàïèò ÷åêà¹ íà îáðîáêó?
• Ñêiëüêè â ñåðåäíüîìó ïðîâîäèòü çàïèò â ñèñòåìi?

òîùî. Âiäïîâiäi íà öi ïèòàííÿ âiäðiçíÿòèìóòü äàíó ñèñòåìó âiä iíøèõ.

×è íå íàéâàæëèâiøîþ îñîáëèâiñòþ ÑÌÎ ¹ ñòîõàñòè÷íiñòü ¨õíüî¨ ïîâåäií-
êè, âiäñóòíiñòü ðîçêëàäó, çà ÿêèì çàïèòè íàäõîäèëè á äî ïðèëàäiâ òà îáñëó-
ãîâóâàëèñü áåç áóäü-ÿêèõ âiäõèëåíü. Çíà÷åííÿ âèïàäêîâîñòi äåìîíñòðó¹

ÏÐ. Íåõàé ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî ïðèëàäó. Ñïîñòåðåæåííÿ âèÿâè-
ëè, ùî â ñåðåäíüîìó çà 1 ãîäèíó íàäõîäèòü 6 çàïèòiâ. ßêîþ ìà¹ áóòè òðèâà-
ëiñòü îáðîáêè îäíîãî çàïèòó, àáè íå âèíèêàëî ÷åðã?
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Ðîçâ'ÿçîê çäà¹òüñÿ î÷åâèäíèì: 1 ãîä / 6 çàïèòiâ = 10 õâèëèí íà çàïèò, i
ùîá äîäàòè ¾çàïàñ¿ ÷àñó, âiäâåäåìî 9 õâèëèí. Â ñåðåäíüîìó ñèñòåìà âñòèãà-
òèìå îáðîáëÿòè âñi çàïèòè é 6 õâèëèí íà ãîäèíó çàëèøàòèìåòüñÿ âiëüíîþ.

Àëå ðåàëiçàöi¨ òàêî¨ ñèñòåìè iç âêàçàíèìè ïàðàìåòðàìè âèÿâèëè ïðîáëåìó:
÷àñòî ïåðåä ïðèëàäîì çáèðàëàñü ÷åðãà, äîâæèíà ÿêî¨ äîñÿãàëà 8 çàïèòiâ.

Îòæå, áóäóâàòè ñèñòåìó íà îñíîâi òàêèõ ìiðêóâàíü, ¾ðîçìèâàþ÷è¿ ñòî-
õàñòè÷íó ïîâåäiíêó óñåðåäíåííÿì, íå ãîäèòüñÿ. Ñïðàâæíié ïîòiê çàïèòiâ òà
éîãî îáðîáêà ñèñòåìîþ âiäðiçíÿþòüñÿ âiä óñåðåäíåíî-ðiâíîìiðíîãî.

Òèïîâi çàäà÷i, ÿêi âèíèêàþòü â ÒÌÎ:
à) äëÿ êîíêðåòíî¨, âæå iñíóþ÷î¨ ÑÌÎ çíàéòè ¨¨ ïàðàìåòðè, õàðàêòåðèñòè-

êè, îöiíèòè åôåêòèâíiñòü ¨¨ ôóíêöiîíóâàííÿ;
á) ìàþ÷è ïåâíèé íàáið óìîâ òà îáìåæåíü, çàïðîïîíóâàòè íàéîïòèìàëüíi-

øó ÑÌÎ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ öèì óìîâàì i çàáåçïå÷ó¹ íàéáiëüøó åôåêòèâíiñòü.
Äâà çàãàëüíi ïiäõîäè äî âèðiøåííÿ öèõ çàäà÷ � àíàëiòè÷íèé òà ñèìóëÿ-

öiéíèé (÷àñòî âîíè êîìáiíóþòüñÿ). Ïðè ïåðøîìó ¹ àíàëiòè÷íi çâ'ÿçêè ìiæ
ïàðàìåòðàìè ÑÌÎ òà ¨¨ åôåêòèâíîñòÿìè, ÿêi äîçâîëÿþòü âèáðàòè ïàðàìå-
òðè íàéêðàùèì ÷èíîì, à ïðè äðóãîìó ÑÌÎ ìîäåëþ¹òüñÿ i îáèðàþòüñÿ òàêi
ïàðàìåòðè, äëÿ ÿêèõ ìîäåëü ïîêàçó¹ áiëüøó åôåêòèâíiñòü.

Êëàñèôiêàöiÿ ÑÌÎ

Òðàäèöiéíî ÑÌÎ ðîçðiçíÿþòü çà òàêèìè îñíîâíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè:

1) Âõiäíèé ïîòiê çàïèòiâ. ßê ðîçïîäiëåíi òðèâàëîñòi ïðîìiæêiâ ìiæ ïî-
ñëiäîâíèìè íàäõîäæåííÿìè çàïèòiâ? ×è ÷åêà¹ çàïèò ó ÷åðçi, ÿêùî âiëüíèõ
ïðèëàäiâ íåìà¹, i ÿê äîâãî? ×è ìîæå äåêiëüêà çàïèòiâ íàäõîäèòè îäíî÷àñíî?

2) Îáðîáêà çàïèòó. ßêèé ðîçïîäië òðèâàëîñòi îáðîáêè? ×è îáñëóãîâó¹
ïðèëàä äåêiëüêà çàïèòiâ îäíî÷àñíî? ×è çàëåæèòü øâèäêiñòü éîãî ðîáîòè âiä
êiëüêîñòi çàïèòiâ ó ÷åðçi?

3) Êiëüêiñòü ïðèëàäiâ, ùî îáðîáëÿþòü çàïèòè.
4) �ìíiñòü ñèñòåìè. Ñêiëüêè çàïèòiâ ìîæå îäíî÷àñíî ïåðåáóâàòè â ñè-

ñòåìi � òèõ, ùî îáðîáëÿþòüñÿ, i òèõ, ùî ÷åêàþòü â ÷åðçi?
5) Äèñöèïëiíà îáñëóãîâóâàííÿ. Ó ÿêîìó ïîðÿäêó îáðîáëÿþòüñÿ çàïèòè?

Íàéðîçïîâñþäæåíiøîþ äèñöèïëiíîþ ¹ çâè÷àéíà ÷åðãà, àáî FCFS (�rst come,
�rst served). Ïðîòèëåæíèé âèïàäîê � LCFS (last come, �rst served). Çóñòði-
÷àþòüñÿ RSS (random selection service), êîëè íàñòóïíèé çàïèò îáèðà¹òüñÿ ç
÷åðãè âèïàäêîâî, i SRPT (shortest remaining processing time), êîëè ñïî÷àòêó
îáðîáëÿ¹òüñÿ çàïèò ç íàéìåíøèì çàëèøêîâèì ÷àñîì îáñëóãîâóâàííÿ, à òàêîæ
ðiçíîìàíiòíi äèñöèïëiíè ç ïðiîðèòåòàìè.
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Íîòàöiÿ. Ñòàíäàðòíèì äëÿ ÒÌÎ ¹ ñêîðî÷åíå ïîçíà÷åííÿ òèïó ÑÌÎ, çà-
ïî÷àòêîâàíå Êåíäàëëîì (1953):

A / B / k / m / Z
• A òà B � ïîçíà÷àþòü ðîçïîäië âõiäíîãî ïîòîêó òà ðîçïîäië ÷àñó îáðîáêè

çàïèòó. Òèïîâi âàðiàíòè: M äëÿ ¾ìàðêiâñüêîãî¿ (ïîêàçíèêîâîãî) ðîçïîäiëó,
D äëÿ ¾âèðîäæåíîãî¿ (äåòåðìiíîâàíîãî, òðèâàëiñòü ¹ êîíñòàíòîþ), Ek äëÿ
ðîçïîäiëó Åðëàíãà ïîðÿäêó k, G äëÿ äîâiëüíîãî (íåâèçíà÷åíîãî) ðîçïîäiëó;
• k òà m � âiäïîâiäàþòü ï. 3 i 4 âèùå;
• Z � äèñöèïëiíà îáñëóãîâóâàííÿ.
Çàçâè÷àé m i Z îïóñêàþòü, ÿêùî m =∞, Z = FCFS (çà óìîâ÷àííÿì).
Îòæå, M/G/3 îçíà÷àòèìå ÑÌÎ ç ïóàññîíîâèì ïîòîêîì çàïèòiâ, òîáòî ïî-

êàçíèêîâèì ðîçïîäiëîì ïðîìiæêiâ ìiæ ìîìåíòàìè ¨õ íàäõîäæåíü, äîâiëüíèì
ðîçïîäiëîì òðèâàëîñòi îáðîáêè çàïèòó i 3-ìà ïðèëàäàìè, à òàêîæ íåñêií÷åí-
íîþ ¹ìíiñòþ i îáðîáêîþ ïåðøèì òîãî çàïèòó, ÿêèé ç'ÿâèâñÿ ðàíiøå.

Ôîðìóëà Ëiòòëà

Ââåäåìî äåÿêi çàãàëüíi ïàðàìåòðè ôóíêöiîíóâàííÿ ÑÌÎ òà îòðèìà¹ìî
îäíå ç íàéâàæëèâiøèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ íèìè, ÿêå âèêîíó¹òüñÿ ìàéæå áåç
áóäü-ÿêèõ äîäàòêîâèõ ïðèïóùåíü, òîáòî äëÿ ñèñòåìè G/G/k (áiëüøiñòü ðîç-
ãëÿäóâàíèõ äàëi ÑÌÎ áóäóòü ¨¨ ÷àñòèííèìè âèïàäêàìè).

Îñíîâíîþ âèìîãîþ äî ÑÌÎ, äëÿ ÿêèõ ìè âñòàíîâèìî öå ñïiââiäíîøåííÿ,
¹ åðãîäè÷íiñòü � iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíîãî ðåæèìó/ðîçïîäiëó, äî ÿêîãî ñè-
ñòåìà ç ÷àñîì ïðèõîäèòü ìàéæå íàïåâíå, íåçàëåæíî âiä ïî÷àòêîâîãî ñòàíó.
Öå äîçâîëÿ¹ îòîòîæíþâàòè óñåðåäíåííÿ äåÿêèõ ïîêàçíèêiâ çà ÷àñîì (time
average) òà çà òðà¹êòîðiÿìè (ensemble average).

Òàêîæ ïîñòóëþ¹ìî, ùî êîæíèé çàïèò íå çàëèøà¹ ñèñòåìó, ïîêè íå áóäå
ïîâíiñòþ îáðîáëåíèé, � ãîâîðÿòü, ùî çàïèòè íå ¾çíèêàþòü¿. I ââàæàòèìåìî,
ùî ñèñòåìà ïî÷àëà ïðàöþâàòè ó ìîìåíò t = 0.

Íåõàé ÷àñ t > 0 i A(t) � êiëüêiñòü çàïèòiâ, ùî íàäiéøëè ó ñèñòåìó ïðîòÿ-
ãîì [0; t]. Ãðàíèöÿ λ = lim

t→+∞
A(t)
t iñíó¹ ìàéæå íàïåâíå âíàñëiäîê åðãîäè÷íîñòi i

íàçèâà¹òüñÿ iíòåíñèâíiñòþ âõiäíîãî ïîòîêó, àáî iíòåíñèâíiñòþ íàäõîäæå-
ííÿ çàïèòiâ äî ñèñòåìè. Iíêîëè çàìiñòü iíòåíñèâíîñòi ãîâîðÿòü ïðî ñåðåäíþ
øâèäêiñòü àáî ñåðåäíié òåìï. Öåé ïàðàìåòð îáåðíåíèé äî ñåðåäíüîãî ïðî-
ìiæêó ìiæ ìîìåíòàìè íàäõîäæåíü ïîñëiäîâíèõ çàïèòiâ.

Äðóãèì âàæëèâèì ïàðàìåòðîì ¹ µ � iíòåíñèâíiñòü îáðîáêè, àáî ñåðåäíÿ
øâèäêiñòü îáðîáêè îäíèì ïðèëàäîì, � ñêiëüêè â ñåðåäíüîìó çàïèòiâ ïðèëàä
îáðîáëÿ¹ çà îäèíèöþ ÷àñó. Äëÿ ÑÌÎ iç k òàêèõ ïðèëàäiâ çàãàëüíà iíòåíñèâ-
íiñòü îáðîáêè ñòàíîâèòèìå kµ.
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Âiäíîøåííÿ ρ = λ
kµ äëÿ ñèñòåìè iç k ïðèëàäiâ íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòîì

âèêîðèñòàííÿ (çîêðåìà, ó âèïàäêó ¹äèíîãî ïðèëàäó ρ = λ/µ). Î÷åâèäíî, ïðè
ρ > 1, � êîëè â îäèíèöþ ÷àñó çàïèòiâ íàäõîäèòü áiëüøå, íiæ ñèñòåìà âñòè-
ãà¹ îáðîáèòè, � ÷åðãà çðîñòàòèìå íåîáìåæåíî, i ñèñòåìà íiêîëè íå äîñÿãíå
ñòàöiîíàðíîãî ðåæèìó. Ïðè ρ = 1 ñòàöiîíàðíèé ðåæèì ìîæëèâèé òiëüêè äëÿ
äåòåðìiíîâàíèõ íàäõîäæåííÿ é îáñëóãîâóâàííÿ çà îïòèìàëüíîãî ¨õ ðîçêëà-
äó; áóäü-ÿêå âèïàäêîâå âiäõèëåííÿ çáiëüøó¹ ÷åðãó i ãàëüìó¹ ñèñòåìó, ïðè÷îìó
ç ÷àñîì ¾âiäñòàâàííÿ âiä ãðàôiêó¿ òiëüêè ïîñèëþ¹òüñÿ. Íåîáõiäíîþ óìîâîþ
iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíîãî ðåæèìó äëÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ÑÌÎ ¹ ρ < 1.

Ïîòî÷íà êiëüêiñòü çàïèòiâ ó ñèñòåìi N = N (t) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà
(ÂÂ), ðîçïîäië ÿêî¨ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íåâiäîìèé. ¾Ñåðåäí¹ N¿ ìîæíà

òëóìà÷èòè ÿê óñåðåäíåííÿ çà ÷àñîì íà äåÿêié òðà¹êòîði¨,N = lim
t→+∞

1
t

t∫
0

N (u)du,

àáî ÿê óñåðåäíåííÿ çà òðà¹êòîðiÿìè â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó, MN = MN (t).
Çàâäÿêè åðãîäè÷íîñòi äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ t ââàæàòèìåìî N = MN .

×àñ ïåðåáóâàííÿ çàïèòó â ñèñòåìi T � ÂÂ ç ñåðåäíiìè T = MT .
Nq òà Tq � êiëüêiñòü çàïèòiâ ó ÷åðçi (queue) òà òðèâàëiñòü ïåðåáóâàííÿ

çàïèòó â ÷åðçi âiäïîâiäíî;
Ns òà Ts � êiëüêiñòü çàïèòiâ, ùî îáðîáëÿþòüñÿ (service), òà òðèâàëiñòü

îáðîáêè çàïèòó.
N = Nq +Ns òà T = Tq +Ts, çâiäêè N = Nq +Ns, T = Tq +Ts. Íåçàëåæíî

âiä ðîçïîäiëó Ts ñåðåäí¹ Ts = 1
µ � îáåðíåíî ïðîïîðöiéíå òåìïó îáðîáêè.

ÒÅÎÐ. (Ôîðìóëà Ëiòòëà). N = λT : ùîá âèçíà÷èòè ñåðåäíþ êiëüêiñòü
çàïèòiâ ó ñèñòåìi, òðåáà ïåðåìíîæèòè iíòåíñèâíiñòü íàäõîäæåííÿ çàïèòiâ òà
ñåðåäíþ òðèâàëiñòü ïåðåáóâàííÿ çàïèòó â ñèñòåìi.

Öüîãî âèñíîâêó ìîæíà äiéòè, ìiðêóþ÷è òàê: çà äîñòàòíüî äîâãèé ÷àñ t
äî ÑÌÎ íàäõîäèòü â ñåðåäíüîìó λt çàïèòiâ, êîæåí ç ÿêèõ ïåðåáóâà¹ â íié
ó ñåðåäíüîìó T , îòæå, çàãàëüíèé ÷àñ, ïðîâåäåíèé óñiìà íèìè â ñèñòåìi �
S = λtT . Òîìó ñåðåäíÿ êiëüêiñòü çàïèòiâ ó êîæåí ìîìåíò, N = S/t = λT .

Òåïåð íàâåäåìî áiëüø ñòðîãå äîâåäåííÿ.
J Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òðà¹êòîðiþ ðîáîòè ñèñòåìè. Íåõàé C(t) � êiëü-

êiñòü çàïèòiâ, ùî áóëè ïîâíiñòþ îáðîáëåíi (òà çàëèøèëè ñèñòåìó) çà ÷àñ [0; t].
Î÷åâèäíî, C(t) 6 A(t). Äëÿ åðãîäè÷íî¨ ñèñòåìè ∃ lim

t→+∞
C(t)
t 6 λ, ïðè÷îìó,

îñêiëüêè çàïèòè íå çíèêàþòü, öÿ ãðàíèöÿ ðiâíà λ.
Íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi óçäîâæ îñi àáñöèñ âiäêëàäåìî ÷àñ, à óçäîâæ

îñi îðäèíàò � çàïèòè, ó ïîðÿäêó ¨õ íàäõîäæåííÿ, ïî îäèíè÷íîìó âiäðiçêó
íà êîæíèé. Âiäìiòèâøè äëÿ k-ãî çàïèòó ïðÿìîêóòíèê, âiäïîâiäíèé iíòåðâàëó
÷àñó òðèâàëiñòþ Tk, êîëè äàíèé çàïèò ïåðåáóâàâ ó ñèñòåìi, îòðèìà¹ìî ãðàôiê:
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tT1

T3

T5

T2

T4

час

з
а
п
и
т
и

T6

T7

Íåõàé S(t) � ñïiëüíà ïëîùà òèõ ÷àñòèí ïðÿìîêóòíèêiâ, ÿêi (÷àñòèíè)
ëåæàòü çëiâà âiä t. Òîäi, ç îäíîãî áîêó, ïðè ¾ãîðèçîíòàëüíîìó¿ ïiäðàõóíêó∑

k∈̃C(t)

Tk 6 S(t) 6
∑

k∈̃A(t)

Tk

(äå k∈̃C(t) îçíà÷à¹ iíäåêñè çàïèòiâ, ïîâíiñòþ îáðîáëåíèõ äî ìîìåíòó t, i àíà-

ëîãi÷íî äëÿ A(t)), à ç iíøîãî, ïðè ¾âåðòèêàëüíîìó¿ S(t) =
t∫

0

N (u)du.

1
t

∑
k∈̃C(t)

Tk 6 1
t

t∫
0

N (u)du 6 1
t

∑
k∈̃A(t)

Tk ⇔

⇔ C(t)
t ·

1
C(t)

∑
k∈̃C(t)

Tk 6 1
t

t∫
0

N (u)du 6 A(t)
t ·

1
A(t)

∑
k∈̃A(t)

Tk

Ñïðÿìó¹ìî t äî +∞. Ïðè öüîìó C(t)
t i A(t)

t → λ, òàêîæ 1
t

t∫
0

N (u)du → N .

1
C(t)

∑
k∈̃C(t)

Tk � öå çàãàëüíà òðèâàëiñòü çàïèòiâ, îáðîáëåíèõ ïîâíiñòþ äî ìî-

ìåíòó t, ïîäiëåíà íà ¨õ êiëüêiñòü � òîáòî ñåðåäíÿ òðèâàëiñòü âæå îáðîáëåíèõ
çàïèòiâ. Ïðè t→ +∞ âîíà → T ; àíàëîãi÷íî äëÿ âiäíîøåííÿ ç A(t). Îòæå,

λT 6 N 6 λT ⇔ N = λT I
Àíàëîãi÷íî âñòàíîâëþ¹òüñÿ Nq = λT q, çâiäêè òàêîæ Ns = λT s.

Í. Ns = λ
µ ; çîêðåìà, äëÿ ñèñòåìè G/G/1 áóäå Ns = ρ.

ÎÇÍ. Âåëè÷èíà r = λ
µ íàçèâà¹òüñÿ íàâàíòàæåííÿì ÑÌÎ.

Îñêiëüêè Ns = r � ñåðåäíÿ êiëüêiñòü çàïèòiâ, ùî îáñëóãîâóþòüñÿ ó âè-
ïàäêîâèé ìîìåíò, òî â ñèñòåìi ç n ïðèëàäàìè, âíàñëiäîê ñèìåòði¨, íà êîæíèé
ïðèëàä â ñåðåäíüîìó ïðèïàäà¹ r

n = ρ çàïèòiâ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç pb (busy) éìî-
âiðíiñòü òîãî, ùî ïðèëàä çàéíÿòèé (îáðîáêîþ çàïèòó), òîäi êiëüêiñòü çàïèòiâ
íà äàíîìó ïðèëàäi ¹ ÂÂ ξ ∼

(
0 1

1−pb pb
)
. Îòæå, Mξ = 0 · (1 − pb) + 1 · pb = pb.

Çâiäñè pb = ρ, à éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðèëàä âiëüíèé � 1− pb = 1− ρ.

8



1. Ïóàññîíiâ ïîòiê ïîäié

Ïåðøèì êîìïîíåíòîì ìîäåëi ÑÌÎ ¹ ìîäåëü âõiäíîãî ïîòîêó çàïèòiâ. Íà-
çèâàòèìåìî íàäõîäæåííÿ çàïèòó äî ñèñòåìè ïîäi¹þ. Ïîòiê ïîäié îïèñó¹ òðà-
¹êòîðiÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó (ÂÏ) N(t), äå N(t) ∈ Z+ � êiëüêiñòü ïîäié, ùî
âiäáóëèñü äî ìîìåíòó t. Ââàæà¹ìî t > 0 (ïðîöåñ ìà¹ ïî÷àòîê ó ÷àñi).

Ìè ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøèé, àáî ïóàññîíiâ, ïîòiê ïîäié.

ÎÇÍ. ÂÏ N(t) ìà¹ íåçàëåæíi ïðèðîñòè, ÿêùî
∀
{
ti
}n
i=0

, 0 6 t0 < t1 < ... < tn: ÂÂ
{
N(tk)−N(tk−1

}n
k=1

Í/Ç â ñóêóïíîñòi

ÎÇÍ. ÂÏN(t) ìà¹ ñòàöiîíàðíi ïðèðîñòè, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ s i t, s < t,
ðîçïîäië ïðèðîñòó N(t)−N(s) çàëåæèòü òiëüêè âiä òðèâàëîñòi t− s.

ÎÇÍ. Ïîòiê ïîäié N(t) ïóàññîíiâñüêèé ç iíòåíñèâíiñòþ λ (ÏÏ), ÿêùî
1) N(0) = 0 ì.í. (ìàéæå íàïåâíî): P

{
N(0) = 0

}
= 1;

2) N(t) ìà¹ Í/Ç ïðèðîñòè;
3) ∀s, t, s < t: N(t)−N(s) ìà¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ(t− s).

Iç (3) âiäðàçó âèïëèâà¹, ùî N(t) ìà¹ ñòàöiîíàðíi ïðèðîñòè; iç (1) i (3) �
ùî N(t) = N(t)−N(0) ìà¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λt.

ÒÂ. Ïðîìiæêè ÷àñó ìiæ ïîñëiäîâíèìè ïîäiÿìè â ÏÏ ¹ Í/Ç ÂÂ, ÿêi ìàþòü
ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ.

J Íåõàé öå ïðîìiæêè {τi}∞i=1 (òîäi k-òà ïîäiÿ âiäáóâà¹òüñÿ ó ìîìåíò
k∑
i=1

τi).

Äëÿ ∀n ∈ N, ∀{ki}ni=1, äå ki < ki+1, òà ∀{ti}ni=1, äå ti > 0:
P{τk1 < t1, τk2 < t2, ..., τkn < tn} =

= P
{
N
(k1−1∑
j=1

τj + t1
)
−N

(k1−1∑
j=1

τj
)
> 0, ..., N

(kn−1∑
j=1

τj + tn
)
−N

(kn−1∑
j=1

τj
)
> 0
}

(2)
=

=
n∏
i=1

[
1− P

{
N
(ki−1∑
j=1

τj + ti
)
−N

(ki−1∑
j=1

τj
)

= 0
}]

(3)
=

=
n∏
i=1

[
1− P{N(ti)−N(0) = 0}

]
=

n∏
i=1

(1− (λti)
0

0! e−λti) =
n∏
i=1

(1− e−λti) I

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî öÿ âëàñòèâiñòü õàðàêòåðèñòè÷íà äëÿ ÏÏ.

ÒÂ. (Ðîçùåïëþâàíiñòü ÏÏ). Íåõàé N(t) � ÏÏ ç iíòåíñèâíiñòþ λ, â
ÿêîìó êîæíà ïîäiÿ Í/Ç âiä iíøèõ ìà¹ òèï A ÷è B ç éìîâiðíiñòþ p òà 1 − p
âiäïîâiäíî. Òîäi ïîòîêè NA(t) i NB(t) ïîäié òèïó A i B âiäïîâiäíî ¹ Í/Ç ÏÏ
ç iíòåíñèâíîñòÿìè λp i λ(1− p).
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J Çãiäíî ÔÏÉ, P{NA(t) = n,NB(t) = m} =

=
∞∑
k=0

P{NA(t) = n,NB(t) = m/N(t) = k} · P{N(t) = k} =

= P{NA(t) = n,NB(t) = m/N(t) = n+m} · P{N(t) = n+m}
Ïåðøèé ìíîæíèê � éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ó ïîñëiäîâíîñòi n+m Í/Ç ïîäié

(¾âèïðîáóâàíü¿) ðiâíî n ìàþòü òèï A (¾óñïiõ¿); äðóãèé âèçíà÷åíèé ïóàññî-
íîâiñòþ âèõiäíîãî ïîòîêó. Îòæå, P{NA(t) = n,NB(t) = m} =

= Cn
n+mp

n(1− p)m · (λt)n+m

(n+m)! e
−λt = (λpt)n

n! ·
(λ(1−p)t)m

m! e−λt

Çíà÷èòü, P{NA(t) = n} =
∞∑
m=0

P{NA(t) = n,NB(t) = m} =

= (λpt)n

n! e−λt ·
∞∑
m=0

(λ(1−p)t)m
m! = (λpt)n

n! e−λt · eλ(1−p)t = (λpt)n

n! e−λpt

i àíàëîãi÷íî P{NB(t) = m} = (λ(1−p)t)m
m! e−λ(1−p)t. Çâiäñè

∀n,m: P{NA(t) = n,NB(t) = m} = P{NA(t) = n} · P{NB(t) = m}
Ïî¹äíóþ÷è öå ç Í/Ç ïðèðîñòiâ, ìà¹ìî ïóàññîíîâiñòü Í/Ç ïîòîêiâ NA(t) i

NB(t) iç âêàçàíèìè iíòåíñèâíîñòÿìè. I

ÒÂ. (Ðiâíîìiðíiñòü ÏÏ). ßêùî âiäîìî, ùî ïðîòÿãîì [s; t] ó ÏÏ âiäáó-
ëîñü n ïîäié, òî âîíè ðîçïîäiëåíi Í/Ç i êîæíà � ðiâíîìiðíî íà [s; t].

J Âíàñëiäîê ñòàöiîíàðíîñòi ìîæåìî ââàæàòè [s; t] = [0;h] (äëÿ ñïðîùåííÿ
ïîçíà÷åíü). Íåõàé B ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ïðîòÿãîì [0;h] âiäáóëîñü ðiâíî n ïî-
äié. Çà ïóàññîíîâiñòþ P (B) = (λh)n

n! e
−λh. Óçÿâøè ñåðåä öèõ ïîäié îäíó êîíêðå-

òíó, ¾âèäiëåíó¿, ïîçíà÷èìî ÷åðåç A ¨¨ ïîòðàïëÿííÿ ó ïðîìiæîê [a; b] ⊆ [0;h].
Ïîêàæåìî, ùî P (A/B) = P (A∩B)

P (B) = b−a
h .

Íåõàé Cs,r � ¾ó [0; a) âiäáóëîñü s ïîäié, ó [a; b) âiäáóëîñü r ïîäié, ñåðåä

ÿêèõ âèäiëåíà, ó [b;h) âiäáóëîñü n− s− r ïîäié¿. Òîäi A ∩ B =
n−1⋃
s=0

n−s⋃
r=1

Cs,r, i

Cs,r íåñóìiñíi. Ïîçíà÷èâøè N [x; y] = N(y)−N(x), âíàñëiäîê Í/Ç ïðèðîñòiâ:
P (Cs,r) = P{N [0; a] = s} · P{N [a; b] = r}×

×P{N [b;h] = n− s− r} · P{âèäiëåíà ïîäiÿ � ñåðåä r ç óñiõ n } =

= (λa)s

s! e
−λa · (λ(b−a))r

r! e−λ(b−a) · (λ(h−b))n−s−r
(n−s−r)! e−λ(h−b) · rn =

= r
n · λ

ne−λh · ass! ·
(b−a)r

r! ·
(h−b)n−s−r
(n−s−r)!

çâiäêè P (A ∩B) = 1
n · λ

ne−λh
n−1∑
s=0

as

s!

n−s∑
r=1

(b−a)r

(r−1)! ·
(h−b)n−s−r
(n−s−r)!

k←r−1
=

= b−a
n · λ

ne−λh
n−1∑
s=0

as

s!(n−s−1)!

n−s−1∑
k=0

Ck
n−s−1(b− a)k(h− b)n−s−1−k =

= b−a
n! · λ

ne−λh
n−1∑
s=0

Cs
n−1a

s(h− a)n−s−1 = b−a
h ·

(λh)n

n! e
−λh

ïîäiëèâøè íà P (B), îòðèìà¹ìî øóêàíó ðiâíiñòü. I
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Òåïåð âèâåäåìî ïóàññîíîâiñòü ïîòîêó iç äîñòàòíüî çàãàëüíèõ âèìîã, ÿêi
âiäîáðàæàþòü ïðèðîäíi âëàñòèâîñòi áàãàòüîõ ðåàëüíèõ ïîòîêiâ ïîäié.

ÎÇÍ. Ïîòiê íàçèâà¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî
íàáîðó íåïåðåòèííèõ âiäðiçêiâ ∆1, ..., ∆n ÷àñó éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïðîòÿãîì
íèõ âiäïîâiäíî k1, ..., kn ïîäié çàëåæèòü òiëüêè âiä äîâæèí |∆i| òà ÷èñåë ki,
àëå íå çàëåæèòü âiä ¨õ ðîçòàøóâàííÿ íà âiñi ÷àñó.

ÎÇÍ. Ïîòiê ç âiäñóòíiñòþ ïiñëÿäi¨ � òîé, ó ÿêîìó éìîâiðíiñòü ïîÿâè k
ïîäié ïðîòÿãîì [s; t] íå çàëåæèòü âiä òîãî, ñêiëüêè ïîäié i ÿê ç'ÿâëÿëèñü äî
ìîìåíòó s. Çà áóäü-ÿêèõ ïðèïóùåíü ïðî ïîäi¨ äî öüîãî iíòåðâàëó óìîâíèé
ðîçïîäië êiëüêîñòi ïîäié íà íüîìó çáiãà¹òüñÿ ç áåçóìîâíèì.

Çàâäÿêè ñòàöiîíàðíîñòi òà âiäñóòíîñòi ïiñëÿäi¨ ìîæåìî ãîâîðèòè ïðî Pk(h)
� éìîâiðíiñòü ïîÿâè k ïîäié ïðîòÿãîì ïðîìiæêó ÷àñó òðèâàëiñòþ h.

ÎÇÍ. Îðäèíàðíiñòü ïîòîêó âèðàæà¹ íåìîæëèâiñòü ïîÿâè äâîõ (÷è áiëü-
øå) ïîäié â îäèí ìîìåíò ÷àñó: ïîçíà÷èâøè P>1(h) éìîâiðíiñòü ïîÿâè áiëüøå
1 ïîäi¨ íà ïðîìiæêó òðèâàëiñòþ h, âèìàãà¹ìî P>1(h) = o(h) ïðè h→ 0.

ÎÇÍ. Ïîòiê, ùî çàäîâîëüíÿ¹ öi 3 âëàñòèâîñòi � íàéïðîñòiøèé (ÍÏ).

ÒÂ. Äëÿ ÍÏ P1(h) = λh+ o(h), h→ 0, äå êîíñòàíòà λ > 0. (∗)
J Íåõàé P0(1) = θ. Ðîçiá'¹ìî ïðîìiæîê ÷àñó ∆ äîâæèíè 1 íà n ïðîìiæ-

êiâ òðèâàëiñòþ 1
n . Æîäíî¨ ïîäi¨ íà ∆ íå ç'ÿâèëîñü òîäiäîò æîäíî¨ ïîäi¨ íå

ç'ÿâèëîñü íà êîæíîìó ç íèõ. Âíàñëiäîê ñòàöiîíàðíîñòi òà âiäñóòíîñòi ïiñëÿäi¨
θ = P n

0 ( 1
n) ⇒ P0(

1
n) = θ

1
n . Òîìó äëÿ k ∈ N: P0(

k
n) = θ

k
n .

Ïðè ôiêñîâàíîìó n äëÿ äîâiëüíîãî t > 0 ÷èñëî k = [nt] + 1 çàáåçïå÷ó¹
k−1
n 6 t < k

n . Îñêiëüêè P0(t) íåçðîñòàþ÷à (P0(t + δ) = P0(t)P0(δ) 6 P0(t)), òî
P0(

k−1
n ) > P0(t) > P0(

k
n) ⇔ θ

k−1
n > P0(t) > θ

k
n .

Ïðè n→∞ Q-íàáëèæåííÿ k−1
n → t, kn → t, òàê ùî P0(t) = θt.

P0(t) ∈ [0; 1], òîìó θ ∈ [0; 1]. Âiäêèíåìî ¾êðàéíi¿ θ = 0 i θ = 1 (ïðè θ = 0
ïðîòÿãîì äîâiëüíîãî ÷àñó ì.í. âiäáóâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî áàãàòî ïîäié, à ïðè
θ = 1 ì.í. íå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ æîäíî¨), òîäi äëÿ λ = − ln θ: P0(t) = e−λt.

P0(h) + P1(h) + P>1(h) = 1. Çàâäÿêè îðäèíàðíîñòi òà âèçíà÷íié ãðàíèöi
ex−1
x −−→x→0

1 ⇔ ex = 1 + x+ o(x), x→ 0:

P1(h) = 1− P0(h)− P>1(h) = 1− e−λh − o(h) =
= 1− (1− λh+ o(h)) + o(h) = λh+ o(h), h→ 0 I
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Âèçíà÷èìî Pm(t+h) äëÿm ∈ N. Âiäïîâiäíà ïîäiÿ ¹ ñóìîþm+1 íåñóìiñíèõ
ïîäié ¾íà ïðîìiæêó t âiäáóëîñü k ïîäié, íà ïðîìiæêó h � (m − k)¿. Âðàõî-

âóþ÷è âiäñóòíiñòü ïiñëÿäi¨ òà ñòàöiîíàðíiñòü, Pm(t+ h) =
m∑
k=0

Pk(t)Pm−k(h).

Íåõàé Rm =
m−2∑
k=0

Pk(t)Pm−k(h). Îñêiëüêè 0 6 Pk(t) 6 1,

Rm 6
m−2∑
k=0

Pm−k(h) =
m∑
s=2

Ps(h) 6
∞∑
s=2

Ps(h) = P>1(h)

Çãiäíî îðäèíàðíîñòi i Rm = o(h), h→ 0, òàê ùî Pm(t+h) = Pm(t)P0(h) +

Pm−1(t)P1(h) + o(h). P0(h) = 1 − P1(h) −
∞∑
s=2

Ps(h), òîæ çãiäíî îðäèíàðíîñòi

òà (∗) ìà¹ìî: P0(h) = 1− (λh+ o(h))− o(h) = 1− λh+ o(h), h→ 0 (∗∗)
i ùå ðàç çàñòîñóâàâøè (∗): Pm(t + h) = Pm(t)(1 − λh) + Pm−1(t)λh + o(h),
h→ 0, çâiäêè Pm(t+h)−Pm(t)

h = −λPm(t) + λPm−1(t) + o(1), h→ 0.
Òàê ùî, ñïðÿìóâàâøè h→ 0, îñêiëüêè iñíó¹ ãðàíèöÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè:

dPm(t)
dt = −λPm(t) + λPm−1(t)

Ïðèéøëè äî íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ÄÐ).
Äîäàìî ùå 1 ÄÐ âiäíîñíî P0(t). Âèùå âiäìi÷àëè, ùî P0(t + h) = P0(t)P0(h);
âíàñëiäîê (∗∗) P0(t+h) = P0(t)(1−λh+o(h)), h→ 0. Àíàëîãi÷íî ïðèõîäèìî
äî dP0(t)

dt = −λP0(t). Ëåãêî áà÷èòè, ùî öå ÄÐ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê P0(t) = Ce−λt. Iç
(∗∗) âèïëèâà¹ P0(0) = 1, îòæå C = 1 i P0(t) = e−λt.

Ïîñëiäîâíî ïiäñòàâëÿòèìåìî Pm(t) ó ÄÐ dPm+1(t)
dt = −λPm+1(t) + λPm(t),

àáè âèçíà÷èòè Pm+1(t). Óâiâøè çàìiíó Pm(t) = e−λtqm(t):
−λe−λtqm+1(t) + e−λtq′m+1(t) = −λe−λtqm+1(t) + λe−λtqm(t) ⇔ q′m+1(t) = λqm(t)

ç óðàõóâàííÿì q0(t) ≡ 1, qm(0) = 0 ïðè m > 1 îòðèìà¹ìî qm(t) = (λt)m

m! , i

íàðåøòi Pm(t) = (λt)m

m! e
−λt äëÿ m ∈ Z+ � ïîòiê ¹ ïóàññîíîâèì.

I íàâïàêè, ÏÏ ¹ ñòàöiîíàðíèì, ç âiäñóòíiñòþ ïiñëÿäi¨ òà îðäèíàðíèì. Îñòà-
ííÿ âëàñòèâiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî P>1(h) = P{N [t; t+ h] > 1} =

= 1− P{N [t; t+ h] = 0} − P{N [t; t+ h] = 1} = 1− e−λh − λhe−λh =
= 1− (1− λh+ o(h))(1 + λh) = λ2h2 + o(h) = o(h), h→ 0

Ó òîé æå ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ ðåàëüíèõ ïîòîêiâ âèÿâëÿþòü
âiäõèëåííÿ âiä íàéïðîñòiøîãî òèïó, íàâiòü ïðè äåòàëüíiøîìó ðîçãëÿäi òèõ æå
ÿâèù, äå âií ¹ îñíîâíîþ ìîäåëëþ.
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2. Ìàðêiâñüêi ÑÌÎ

Öå íàéïðîñòiøèé i íàéáiëüø äîñëiäæåíèé òèï ÑÌÎ, ç àíàëiçó ÿêîãî ïî-
÷àâñÿ ðîçâèòîê ÒÌÎ.

2.1. Ìàðêiâñüêi ïðîöåñè

ÎÇÍ. ÂÏ ξ(t), t ∈ T (äå T = Z+ ó äèñêðåòíîìó àáî T = [0; +∞) ó
íåïåðåðâíîìó âèïàäêó) íàçèâà¹òüñÿ ìàðêiâñüêèì ïðîöåñîì (ÌÏ), ÿêùî

∀{ti}ni=1, äå ti ∈ T , ti < ti+1, i ∀{xi}ni=1, äå xi ∈ R:
P{ξ(tn) < xn/ξ(t1) = x1, ..., ξ(tn−1) = xn−1} = P{ξ(tn) < xn/ξ(tn−1) = xn−1}
� ðîçïîäië ìàéáóòíüîãî çàëåæèòü âiä òåïåðiøíüîãî, àëå íå âiä ìèíóëîãî.

Ó âèïàäêó äèñêðåòíîãî ÷àñó i äèñêðåòíî¨ ìíîæèíè ñòàíiâ ãîâîðÿòü
ïðî ëàíöþã Ìàðêîâà (ËÌ), ïîçíà÷àþòü òàêîæ ξt, äå t = 0, 1, ..., à ñòàíè ÷àñòî
iíäåêñóþòü, ÿê i ìîìåíòè ÷àñó, Z+-÷èñëàìè. P{ξt = j/ξt−1 = i} íàçèâàþòü
îäíîêðîêîâèìè éìîâiðíîñòÿìè ïåðåõîäó, àáî ïðîñòî ïåðåõiäíèìè éìîâiðíî-
ñòÿìè. ßêùî âîíè íå çàëåæàòü âiä ÷àñó t, P{ξt = j/ξt−1 = i} = pij, òî ëàíöþã
¹ îäíîðiäíèì, ïðè öüîìó pij óòâîðþþòü ïåðåõiäíó ìàòðèöþ P . Â îäíîðiäíîãî

ëàíöþãà n-êðîêîâi ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi, P{ξt+n = j/ξt = i} = p
(n)
ij , òåæ íå

çàëåæàòü âiä t i óòâîðþþòü ìàòðèöþ P (m).
Áåçóìîâíi éìîâiðíîñòi ïåðåáóâàííÿ â ñòàíi j ó ìîìåíò n, P{ξn = j}, ïî-

çíà÷àòèìåìî âåêòîð-ðÿäêîì π(n) = {π(n)
j }j. Ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië � π(0).

Ç àäèòèâíîñòi éìîâiðíîñòi p(m)
ij =

∑
r
p

(m−k)
ir p

(k)
rj äëÿ 0 < k < m, àáî P (m) =

P (m−k)P (k) � ìàòðè÷íà ôîðìà ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà öüîãî ïðîöåñó.
Çîêðåìà, P (m) = PP (m−1) = PPP (m−2) = ... = Pm.
Ðîçïîäië ñòàíó ïðîöåñó íàm-ìó êðîöi âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçïîäiëîì íà (m−1)-

ìó òà ïåðåõiäíîþ ìàòðèöåþ: π(m)
j =

∑
i

π
(m−1)
i pij, àáî π(m) = π(m−1)P (çâiäêè

π(m) = π(0)Pm). Ïîçíà÷èâøè îäèíè÷íó ìàòðèöþ E òà óâiâøè äî ðîçãëÿäó
ìàòðèöþ Q = P − E, ïåðåïèøåìî öþ ðiâíiñòü òàê: π(m) − π(m−1) = π(m−1)Q.

P ¹ ñòîõàñòè÷íîþ ìàòðèöåþ (ñóìà êîåôiöi¹íòiâ ó ðÿäêó ðiâíà 1), à â Q
òàêà ñóìà ¹ 0. Âiäìiòèìî, ùî ìè íå âèìàãàëè ñêií÷åííîñòi ìíîæèíè ñòàíiâ.

Äëÿ ÌÏ ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì òà äèñêðåòíîþ ìíîæèíîþ ñòàíiâ,
ÿêùî pij(s; t) = P{ξ(t) = j/ξ(s) = i}, ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà

pij(s; t) =
∑
r
pir(s;u)prj(u; t) äëÿ u ∈ (s; t)

àáî, îñêiëüêè äëÿ êîæíî¨ ïàðè (s; t) éìîâiðíîñòi pij(s; t) òåæ óòâîðþþòü ìà-
òðèöþ P (s; t), öå ìîæíà çàïèñàòè ìàòðè÷íî: P (s; t) = P (s;u)P (u; t).
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Àíàëîãi÷íî âèíèêà¹ ïîíÿòòÿ éìîâiðíîñòi ïåðåáóâàííÿ ïðîöåñó â i-ìó ñòà-
íi ó ìîìåíò t, pi(t). Óñi òàêi éìîâiðíîñòi óòâîðþþòü ðîçïîäië p(t) (âåêòîð-
ðÿäîê), p(0) � ðîçïîäië ïî÷àòêîâîãî ñòàíó. Çâ'ÿçîê ìiæ ðîçïîäiëàìè ó ïî-
ñëiäîâíi ìîìåíòè s < t: p(t) = p(s)P (s; t), àáî ÷åðåç òðèâàëiñòü ∆t > 0:
p(t+ ∆t) = p(t)P (t; t+ ∆t), òîáòî

pi(t+ ∆t) =
∑
r
pr(t)pri(t; t+ ∆t)

Iíôiíiòåçiìàëüíèé ãåíåðàòîð. ßêùî ∃qi(t), qij(t) ∈ C[0;+∞) òàêi, ùî{
P{ξ(t+ ∆t) 6= ξ(t)/ξ(t) = i} = 1− pii(t; t+ ∆t) = qi(t)∆t+ o(∆t),

pij(t; t+ ∆t) = qij(t)∆t+ o(∆t), j 6= i
(∗)

òîáòî

{
pii(t;t+∆t)−1

∆t = −qi(t) + o(1),
pij(t;t+∆t)

∆t = qij(t) + o(1), i 6= j
(∗′)

(äå o(·) � âiäíîñíî ∆t → 0), òî çà äåÿêèõ äîäàòêîâèõ ïðèïóùåíü ïðî ðåãó-
ëÿðíiñòü ç ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà âèïëèâà¹:

∂
∂tpij(s; t) = −pij(s; t)qj(t) +

∑
r 6=j

pir(s; t)qrj(t),

∂
∂spij(s; t) = qi(s)pij(s; t)−

∑
r 6=i

qir(s)prj(s; t)

Öe ïðÿìå òà çâîðîòí¹ ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà. Ðîçãëÿíåìî ïåðøå ïðè
s = 0 äëÿ îäíîðiäíîãî ïðîöåñó, êîëè qi(t) ≡ qi òà qij(t) ≡ qij Í/Ç âiä ÷àñó:

d
dtpij(0; t) = −qjpij(0; t) +

∑
r 6=j

pir(0; t)qrj

Äîìíîæèìî íà pi(0) òà ïðîñóìó¹ìî ïî óñiõ i. Îñêiëüêè p(t) = p(0)P (0; t),
d
dtpj(t) = −qjpj(t) +

∑
r 6=j

pr(t)qrj àáî ìàòðè÷íî p′(t) = p(t)Q, äå

p(t) = ‖pj(t)‖j, p′(t) = ‖ ddtpj(t)‖j, Q =


−q0 q01 q02 ...
q10 −q1 q12 ...
q20 q21 −q2 ...

... ... ... . . .


Òàê ÿê

∑
j

pij(t; t+ ∆t) = pii(t; t+ ∆t) +
∑
j 6=i
pij(t; t+ ∆t) = 1, òî ç (∗)[

1− qi∆t+ o(∆t)
]

+
∑
j 6=i

(
qij∆t+ o(∆t)

)
= 1 ⇔ −qi + o(1) +

∑
j 6=i

(qij + o(1)) = 0

îòæå, qi =
∑
j 6=i
qij, òîáòî ñóìà â êîæíîìó ðÿäêó ìàòðèöi Q ðiâíà 0.

Âðàõîâóþ÷è (∗′), Q = lim
∆t→0

P (t;t+∆t)−E
∆t . Âîíà âiäiãðà¹, ùîäî ïðîöåñiâ Ìàð-

êîâà ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì, ðîëü ïîäiáíó äî P − E äëÿ ïðîöåñiâ Ìàðêîâà ç
äèñêðåòíèì ÷àñîì. Q íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ iíòåíñèâíîñòåé, àáî iíôiíiòå-
çiìàëüíèì ãåíåðàòîðîì (IÃ) ïðîöåñó Ìàðêîâà ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì.

ÒÂ. ÏÏ N(t) ¹ ÌÏ ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì i ñòàíàìè 0, 1, 2, ...
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J Äiéñíî, óçÿâøè t1 < t2 < ... < tn òà xk ∈ Z+, x1 6 x2 6 ... 6 xn:
P
{
N(tn) < xn/N(t1) = x1, ..., N(tn−1) = xn−1

}
=

= P
{
N [tn−1; tn] < xn − xn−1/N [tn−2; tn−1] = xn−1 − xn−2, ..., N [0; t1] = x1

}
ùî âíàñëiäîê Í/Ç ïðèðîñòiâ äîðiâíþ¹ P{N [tn−1; tn] < xn − xn−1} =

= P{N [tn−1; tn] < xn − xn−1/N [0; tn−1] = xn−1} =
= P{N(tn) < xn/N(tn−1) = xn−1)} I

Âèçíà÷èìî IÃ äëÿ ÏÏ ç iíòåíñèâíiñòþ λ:
qi = − lim

h→0

pii(t;t+h)−1
h = − lim

h→0

P{N [t;t+h]=0}−1
h = − lim

h→0

e−λh−1
h

III â.ã.
= λ

qij = lim
h→0

pij(t;t+h)
h =


0, j < i,

lim
h→0

N [t;t+h]=1
h = lim

h→0

λhe−λh

h = λ, j = i+ 1,

lim
h→0

N [t;t+h]=j−i
h = lim

h→0

λj−ie−λh

(j−i)! h
j−i−1 = 0, j > i+ 1

Îòæå, Q =


−λ λ 0 0 ...
0 −λ λ 0 ...
0 0 −λ λ ...

... ... ... ... . . .

, i d
dtpj(t) = −λpj(t) + λpj−1(t) � âæå

çóñòði÷àëè öå ÄÐ, êîëè äîâîäèëè ïóàññîíîâiñòü íàéïðîñòiøîãî ïîòîêó.

Ðîçãëÿíåìî ÌÏ N(t) ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì i Z+-çíà÷åííÿìè, ùî ìà¹ âëà-
ñòèâiñòü íàðîäæåííÿ òà çàãèáåëi :

P{|N(t+ ∆t)−N(t)| > 1} = o(∆t),

P{N(t+ ∆t) = n+ 1/N(t) = n} = λn∆t+ o(∆t), n > 0,

P{N(t+ ∆t) = n− 1/N(t) = n} = µn∆t+ o(∆t), n > 1 (µ0 = 0).
Ïåðøà âèìîãà îçíà÷à¹, ùî íà íåñêií÷åííî ìàëîìó iíòåðâàëi ÷àñó ïðèðiñò
ìîæå áóòè ëèøå −1, +1 àáî 0. Ó n-ìó ñòàíi ðîçïîäië ÷àñó äî iíêðåìåíòó (+1)
òà äåêðåìåíòó (−1) � ïîêàçíèêîâèé, âiäïîâiäíî ç ïàðàìåòðàìè λn òà µn.

Ó òàêîãî ÂÏ pnn(t; t+ ∆t) = 1− P{N(t+ ∆t) = n± 1/N(t) = n}−
−P{|N [t; t+ ∆t]| > 1} = 1− (λn + µn)∆t+ o(∆t), òîæ

q0 = λ0, qn = λn + µn, qn,n+1 = λn, qn,n−1 = µn, à qn,n+k = 0 ïðè k /∈ {−1, 0, 1}

IÃ Q =


−λ0 λ0 0 0 ...
µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 ...
0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2 ...

... ... ... ... . . .

, i ñèñòåìà ÄÐ äëÿ òàêîãî

ïðîöåñó:

{
d
dtp0(t) = −λ0p0(t) + µ1p1(t),
d
dtpn(t) = −(λn + µn)pn(t) + λn−1pn−1(t) + µn+1pn+1(t), n > 1.

Ïðè µn ≡ 0 ìà¹ìî ïðîöåñ ÷èñòîãî íàðîäæåííÿ; êîëè äîäàòêîâî λn ≡ λ
� ïóàññîíiâ ïîòiê iíòåíñèâíîñòi λ.
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Âêëàäåíi ËÌ. Áåðó÷è ñòàí ÌÏ ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì ó ïåâíi ìîìåíòè
öüîãî ÷àñó, ìàòèìåìî âêëàäåíèé ËÌ óæå ç äèñêðåòíèì ÷àñîì. ßê ïðèêëàä,
ðîçãëÿíåìî îïèñàíèé âèùå ïðîöåñ íàðîäæåííÿ é çàãèáåëi ó ìîìåíòè çìiíè
ñòàíó. Âiäïîâiäíèé ËÌ ìà¹ ìàòðèöþ ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé P = ‖pij‖, äå

pi,i+1 = λi
λi+µi

é pi,i−1 = µi
λi+µi

ïðè i > 1, p0,1 = 1, óñi iíøi pij = 0

(âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äëÿ Í/Ç ÂÂ ξ òà η, ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíèõ ç ïàðà-
ìåòðàìè λ òà µ, P{ξ < η} = λ

λ+µ).

Ãðàíè÷íi òà ñòàöiîíàðíi ðîçïîäiëè. Åðãîäè÷íiñòü. Ðîçãëÿíåìî ËÌ.
Íåõàé ∃ lim

m→∞
p

(m)
ij = πj ïðè âñiõ i, òîáòî ïiñëÿ äîñòàòíüî òðèâàëîãî ÷àñó éìî-

âiðíiñòü ïåðåáóâàííÿ ïðîöåñó â ñòàíi j, ÿêùî ñïî÷àòêó âií áóâ ó ñòàíi i, íå
çàëåæèòü âiä i. Ó ìàòðè÷íié ôîðìi öå îçíà÷à¹ ∃ lim

m→∞
P (m) (à P (m) = Pm) ó

òîìó ñåíñi, ùî óñi ðÿäêè Pm ñòàþòü îäíàêîâèìè ç ïëèíîì ÷àñó. {πj}j íàçè-
âàþòüñÿ ãðàíè÷íèìè éìîâiðíîñòÿìè äàíîãî ëàíöþãà.

Áåçóìîâíi éìîâiðíîñòi ñòàíiâ íà m-ìó êðîöi, π(m) = π(0)Pm. Îòæå,
lim
m→∞

π
(m)
j = lim

m→∞

∑
i

π
(0)
i p

(m)
ij =

∑
i

π
(0)
i lim

m→∞
p

(m)
ij =

∑
i

π
(0)
i πj = πj

∑
i

π
(0)
i = πj

� òi ñàìi, ùî é ó p(m)
ij , Í/Ç âiä ïî÷àòêîâîãî ðîçïîäiëó. Êîëè lim

m→∞
π

(m)
j iñíó-

þòü, ¨õ ìîæíà çíàéòè ç ðiâíîñòi π(m) = π(m−1)P ⇒ lim
m→∞

π(m) = lim
m→∞

π(m−1)P ;

ïîçíà÷àþ÷è π = { lim
m→∞

π
(m)
j }j, îñêiëüêè lim

m→∞
π(m) = lim

m→∞
π(m−1) = π, ìà¹ìî:

π = πP ⇔ πQ = θ. Äîäàþ÷è äî öèõ ðiâíÿíü (
∑
j

πjqjk = 0 äëÿ óñiõ k) óìîâó∑
j

πj = 1, òà ðîçâ'ÿçàâøè îòðèìàíó ñèñòåìó, çíàõîäèìî {πj}.

Òàêi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ñòàöiîíàðíîñòi, à ðîçâ'ÿçîê �
ñòàöiîíàðíèì ðîçïîäiëîì.

Êîëè ãðàíè÷íèé ðîçïîäië iñíó¹, âií ñïiâïàäà¹ iç ñòàöiîíàðíèì. Ó çàãàëü-
íîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ πQ = θ ìîæå ìàòè ðîçâ'ÿçêè íàâiòü òîäi, êîëè ãðà-
íè÷íèé ðîçïîäië { lim

m→∞
p

(m)
ij }j íå iñíó¹ (à ìîæå é íå ìàòè).

Ó ÌÏ ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië p = ‖pj‖ = ‖ lim
t→∞

pj(t)‖
âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿíü pQ = θ,

∑
j

pj = 1, äå Q � IÃ. Àëå äëÿ òàêèõ ÌÏ

âèíèêàþòü ñêëàäíiøi çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíi ç (íåñêií÷åííèìè) ñèñòåìàìè ÄÐ.

Ïiä åðãîäè÷íiñòþ ÂÏ ðîçóìiòèìåìî ìîæëèâiñòü îá÷èñëåííÿ éîãî ñòàòè-
ñòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê çà îäíîþ íåñêií÷åííî òðèâàëîþ ðåàëiçàöi¹þ. Iíàêøå
êàæó÷è, ξ(t) åðãîäè÷íèé, êîëè ñåðåäíi çà ÷àñîì ðiâíi ñåðåäíiì çà òðà¹êòîði-
ÿìè. Îñêiëüêè ñåðåäíi � öå ìîìåíòè, êîòðèõ áàãàòî, óòî÷íèìî öþ âèìîãó.
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Íåõàé ξ0(t), ξ1(t), ... � òðà¹êòîði¨ ÂÏ ξ(t).

k-é ìîìåíò çà ÷àñîì ¹ ξk(T ) = 1
T

T∫
0

ξk0 (t)dt, à k-é ìîìåíò çà òðà¹êòîðiÿìè

â ìîìåíò t ¹ mk(t) = lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

ξki (t).

ÎÇÍ. ξ(t) åðãîäè÷íèé ïî k-ìó ìîìåíòó, ÿêùî lim
T→∞

ξk(T ) = lim
t→∞

mk(t);

(öiëêîì) åðãîäè÷íèé, ÿêùî âií åðãîäè÷íèé ïî óñiõ ìîìåíòàõ.

2.2. Ïðîöåñ íàðîäæåííÿ é çàãèáåëi

ÎÇÍ. Ïðîöåñ íàðîäæåííÿ é çàãèáåëi (ÏÍÇ) � ÂÏ N(t), t > 0, ÿêèé:
1) ïðèéìà¹ íåâiä'¹ìíi öiëi çíà÷åííÿ;
2) ïåðåáóâà¹ â ñòàíi k ïðîòÿãîì ÷àñó, ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíîãî ç ïàðà-

ìåòðîì αk, íåçàëåæíèì âiä ïîïåðåäíüî¨ òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó;
3) íåçàëåæíî âiä ïîïåðåäíüî¨ òðà¹êòîði¨ ïåðåõîäèòü çi ñòàíó k àáî ó ñòàí

k + 1 ç éìîâiðíiñòþ pk, àáî ó ñòàí k − 1 ç éìîâiðíiñòþ qk = 1− pk.

ÏÍÇ ¹ îäíîðiäíèì ÌÏ ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì i çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ ñòàíiâ.

Âèçíà÷èìî αk i pk ÷åðåç λk òà µk: αk = λk+µk, pk = λk
λk+µk

, òîæ qk = µk
λk+µk

.
λk òà µk íàçèâàþòüñÿ iíòåíñèâíîñòÿìè íàðîäæåííÿ é çàãèáåëi: êîëè ïðîöåñ
ïåðåáóâà¹ â ñòàíi k, ðîçïîäië ÷àñó äî íàñòóïíîãî íàðîäæåííÿ ¹ ïîêàçíèêî-
âèì ç ïàðàìåòðîì λk, à äî íàñòóïíî¨ çàãèáåëi � ç µk. Ñòàí ïðîöåñó ií/äå-
êðåìåíòó¹òüñÿ çàëåæíî âiä òîãî, ÿêà ç öèõ ïîäié âiäáóäåòüñÿ ðàíiøå.

Äiàãðàìà iíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäiâ ìiæ ñòàíàìè âèãëÿäà¹ òàê:

0 1 2 3 .	.	.

λ λ λ λ 1 2 30

μ μ μ μ 1 2 3 4

Íåõàé pk = lim
t→∞

pk(t) ¹ éìîâiðíiñòþ ïåðåáóâàííÿ ïðîöåñó â k-ìó ñòàíi,

Í/Ç âiä ÷àñó, òîáòî äëÿ âåëèêèõ t. Âiäîìî, ùî çà óìîâ µi > λi äëÿ i > i0
òà 1

λi+µi
6 K ÏÍÇ ¹ åðãîäè÷íèì i ìà¹ ãðàíè÷íèé ðîçïîäië (ãîâîðÿòü, ùî âií

äîñÿãà¹ ñòàòèñòè÷íî¨ ðiâíîâàãè); çà òàêèõ óìîâ pk iñíóþòü. Âèçíà÷èòè ¨õ
ìîæíà ç ðiâíÿííÿ pQ = θ:{

−λ0p0 + µ1p1 = 0,

−(λk + µk)pk + λk−1pk−1 + µk+1pk+1 = 0, k > 1
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Òi æ ðiâíÿííÿ ìîæíà îòðèìàòè ç ìiðêóâàíü ðiâíîâàãè/áàëàíñó ïîòîêó : â
ñòàöiîíàðíîìó ðåæèìi ïîòiê ïåðåõîäiâ ó äàíèé ñòàí ïîâèíåí áóòè òàêèì æå,
ÿê ïîòiê ïåðåõîäiâ ç íüîãî. Ïðè k > 1 ïðîöåñ ìîæå ïåðåéòè â ñòàí k iç ñòàíiâ
(k−1) (ç iíòåíñèâíiñòþ λk−1) òà (k+1) (ç iíòåíñèâíiñòþ µk+1), à âèéòè ç íüîãî
� ó òi æ 2 ñòàíè, òiëüêè ç iíòåíñèâíîñòÿìè λk i µk. Äîìíîæóþ÷è iíòåíñèâíîñòi
íà éìîâiðíîñòi ïåðåáóâàííÿ ó âiäïîâiäíèõ ñòàíàõ, ìàòèìåìî ïîòîêè:{

µ1p1 = λ0p0,

(λk + µk)pk = λk−1pk−1 + µk+1pk+1, k > 1
⇔

⇔

{
p1 = λ0

µ1
p0,

pk+1 = λk+µk
µk+1

pk − λk−1

µk+1
pk−1, k > 1

Ïðè k = 1: p2 = λ1+µ1

µ2
· λ0µ1

p0 − λ0
µ2
p0 =

(
λ1+µ1

µ1
− 1
)
λ0
µ2
p0 = λ0λ1

µ1µ2
p0.

ÒÂ. ∀k ∈ N: pk = p0

k∏
i=1

λi−1

µi
(∗)

J Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ ïî k. Áàçèñ, äëÿ k = 1 òà k = 2, ìà¹ ìiñöå. ßêùî
òâåðäæåííÿ âæå äîâåäåíå äëÿ 1, 2, ..., k, òî pk+1 =

= λk+µk
µk+1

p0

k∏
i=1

λi−1

µi
− λk−1

µk+1
p0

k−1∏
i=1

λi−1

µi
= p0

λk−1

µk+1

k−1∏
i=1

λi−1

µi
·
(
λk+µk
µk
− 1
)

= p0

k+1∏
i=1

λi−1

µi
I

Îñêiëüêè 1 =
∞∑
k=0

pk = p0

(
1 +

∞∑
k=1

k∏
i=1

λi−1

µi

)
, òî p0 =

(
1 +

∞∑
k=1

k∏
i=1

λi−1

µi

)−1
.

Òàêîæ öå îçíà÷à¹, ùî íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ ñòà-

öiîíàðíîãî ðåæèìó ¹ çáiæíiñòü ðÿäó
∞∑
k=1

k∏
i=1

λi−1

µi
.

Îòðèìàòè pk ìîæíà ùå ç ëîêàëüíèõ ðiâíÿíü áàëàíñó, ÿêi îïèñóþòü ïîòiê
ìiæ ñóñiäíiìè ñòàíàìè (k − 1 òà k), íà âiäìiíó âiä ðîçãëÿäóâàíèõ òiëüêè
ùî ãëîáàëüíèõ ðiâíÿíü. Ó ñòàöiîíàðíîìó ðåæèìi êðiçü óìîâíó ìåæó ìiæ
ñòàíàìè k − 1 òà k ïîòiê â îäèí áiê ðiâíèé ïîòîêó â iíøèé. Ïîòiê â áiëüøèé
áiê âè÷åðïó¹òüñÿ ïîòîêîì ç k − 1 äî k, ðiâíèì λk−1pk−1; ïîòiê ó ìåíøèé áiê
¹ µkpk. Îòæå, λk−1pk−1 = µkpk ⇒ pk = λk−1

µk
pk−1, çâiäêè âèïëèâà¹ (∗).

2.3. Ñèñòåìà M/M/1

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî öþ ÑÌÎ ó ñòàöiîíàðíîìó ðåæèìi. Ïðîìiæêè ìiæ ïðèáó-
òòÿìè çàïèòiâ ðîçïîäiëåíi ïîêàçíèêîâî ç ïàðàìåòðîì λ, òðèâàëîñòi ¨õ îáðîáêè
� òåæ ïîêàçíèêîâî, ç ïàðàìåòðîì µ.

Ìîäåëëþ áóäå ÏÍÇ N(t), äå âåëè÷èíà N(t) ∈ Z+ ïîçíà÷à¹ çàãàëüíó êiëü-
êiñòü çàïèòiâ ó ñèñòåìi â ìîìåíò t, ¾íàðîäæåííÿ¿ âiäïîâiäà¹ ïðèáóòòþ çàïèòó
äî ñèñòåìè, à ¾çàãèáåëü¿ � âèáóòòþ.
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0 1 2 3 .	.	.

λ λ λ λ 

μ μ μ μ 

λk ≡ λ, µk ≡ µ � iíòåíñèâíîñòi íå çàëåæàòü âiä êiëüêîñòi çàïèòiâ ó ñèñòåìi.
Ðiâíÿííÿ áàëàíñó ïîòîêó:{

λp0 = µp1,

(λ+ µ)pk = λpk−1 + µpk+1, k > 1
⇔

{
p1 = λ

µp0,

pk+1 = (1 + λ
µ)pk − λ

µpk−1, k > 1

Ðîçâ'ÿæåìî öi ðiâíÿííÿ � çíàéäåìî {pk} � 3-ìà ñïîñîáàìè, àáè ïðîiëþ-
ñòðóâàòè ¨õ âèêîðèñòàííÿ. Ùîäî M/M/1 âîíè ìàéæå îäíàêîâî åôåêòèâíi;
äëÿ iíøèõ ñèñòåì ¨õíÿ åôåêòèâíiñòü âiäíîñíî îäèí îäíîãî áóâà¹ ðiçíîþ.

Iòåðàöiéíèé ìåòîä äëÿ ÏÍÇ îïèñàíèé âèùå, îòðèìàëè pk = p0

k∏
i=1

λi−1

µi
.

Ó äàíîìó âèïàäêó pk = p0

(
λ
µ

)k
, äå p0 =

[ ∞∑
k=0

(
λ
µ

)k]−1

= 1− λ
µ , êîëè λ < µ; ïðè

λ > µ ðÿä ðîçáiãà¹òüñÿ. Öå ùå îäíå ïiäòâåðäæåííÿ òîãî, ùî äëÿ iñíóâàííÿ
ñòàöiîíàðíîãî ðåæèìó ïîòðiáíî λ < µ (íàâiòü ÿêùî λ = µ, êiëüêiñòü çàïèòiâ
ó ñèñòåìi ì.í. íåîáìåæåíî çðîñòàòèìå).

Çíà÷èòü, êiëüêiñòü çàïèòiâ ó ñèñòåìi M/M/1 â ñòàöiîíàðíîìó ðåæèìi ìà¹
ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì p0 = 1 − λ

µ = 1 − ρ, äå ρ � îçíà÷åíèé

ðàíiøå êîåôiöi¹íò âèêîðèñòàííÿ (äëÿ ñèñòåì ç 1 ïðèëàäîì âií ðiâíèé λ
µ):

pk = (1− ρ)ρk, k ∈ Z+

Ñåðåäíÿ êiëüêiñòü çàïèòiâ, N = 1−p0
p0

= ρ
1−ρ = λ

µ−λ .

Ìåòîä òâiðíèõ ôóíêöié. Ðîçãëÿíåìî P (z) =
∞∑
k=0

pkz
k, äå z ∈ C i |z| 6 1.

Ðiâíÿííÿ áàëàíñó:

{
p1 = ρp0,

pk+1 = (1 + ρ)pk − ρpk−1, k > 1.

Äîìíîæèìî II ðiâíÿííÿ íà zk i ïðåäñòàâèìî zk = z−1 · zk+1 = z · zk−1:
z−1pk+1z

k+1 = (1 + ρ)pkz
k − ρzpk−1z

k−1

Ïðîñóìó¹ìî ïî k ∈ N:
z−1

∞∑
k=1

pk+1z
k+1 = (1 + ρ)

∞∑
k=1

pkz
k − ρz

∞∑
k=1

pk−1z
k−1 ⇔

⇔ z−1
[
P (z)− p0 − p1z

]
= (1 + ρ)

[
P (z)− p0

]
− ρzP (z)

I⇔
⇔ P (z)− p0(1 + ρz) = (1 + ρ)z

[
P (z)− p0

]
− ρz2P (z) ⇔

⇔ P (z)
[
1− z − ρz + ρz2

]
= p0(1 + ρz)− p0(z + ρz) ⇔

⇔ P (z)(1− z)(1− ρz) = p0(1− z) ⇔ P (z) = p0
1−ρz
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Îñêiëüêè p0
1−ρ = P (1) =

∞∑
k=0

pk = 1, îòðèìó¹ìî p0 = 1− ρ (çâiäêè ρ < 1), i

P (z) = 1−ρ
1−ρz ïðè ρ < 1, |z| 6 1

Çâàæàþ÷è íà |ρz| < 1, ðîçêëàäåìî 1−ρ
1−ρz ó ðÿä ÿê ñóìó ãåîìåòðè÷íî¨ ïðî-

ãðåñi¨: P (z) =
∞∑
k=0

(1− ρ)ρkzk, òàê ùî pk = (1− ρ)ρk.

ÇÀÓÂ. Iíêîëè âèðàçèòè P (z) ó çàìêíåíié ôîðìi ëåãøå, íiæ çíàéòè pk.

Öåé ïiäõiä òåæ äîçâîëÿ¹ çíàéòè ñåðåäíþ êiëüêiñòü çàïèòiâ:

N =
∞∑
k=1

kpk =
∞∑
k=1

kpkz
k−1
∣∣∣
z=1

= dP (z)
dz

∣∣∣
z=1

= ρ(1−ρ)
(1−ρz)2

∣∣∣
z=1

= ρ
1−ρ

Ìåòîä ëiíiéíèõ ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü. Ðiâíÿííÿ pk+1 = (1+ρ)pk−ρpk−1

¹ ëiíiéíèì ðiçíèöåâèì, � çíà÷åííÿ pk+1 âèðàæåíå ÷åðåç pk−1 i pk. Öå ïîäiáíî
ëiíiéíèì ÄÐ, ëèøå çàìiñòü íåïåðåðâíîãî x â y(x) áåðåòüñÿ äèñêðåòíå k â pk.
Çàãàëüíà ñõåìà ðîçâ'ÿçêó ïîäiáíà äî ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíèõ ÄÐ; îïèøåìî ¨¨.

Íåõàé (a0; a1; ...) � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü. Âèçíà÷èìî ëiíiéíèé îïåðàòîð D
íà ¨¨ åëåìåíòàõ: Dak := ak+1. Òîäi Dmak = ak+m.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ (ÐÐ) çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè:
C0an + C1an+1 + ...+ Ckan+k = 0 ⇔

⇔
k∑
i=0

Ci
(
Dian

)
= 0 ⇔

( k∑
i=0

CiD
i
)
an = 0

Ïîëiíîì ó äóæêàõ âèçíà÷à¹ õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (ÕÐ) äëÿ äàíîãî

ÐÐ:
k∑
i=0

CiD
i = 0. Êîðåíi ÕÐ, ó ñâîþ ÷åðãó, âèçíà÷àþòü çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ÐÐ. Íàïðèêëàä, ÿêùî ÕÐ êâàäðàòíå ç ðiçíèìè R-êîðåíÿìè r1 i r2, òî çàãàëü-
íèì ðîçâ'ÿçêîì ÐÐ áóäå an = d1r

n
1 + d2r

n
2 , äå di � äîâiëüíi êîíñòàíòè.

Äëÿ ÐÐ ñòàöiîíàðíîãî ðåæèìó pk+1− (1 + ρ)pk + ρpk−1 = 0 âiäïîâiäíå ÕÐ
D2 − (1 + ρ)D + ρ = 0 ìà¹ êîðåíi D = 1 òà D = ρ; çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê �
pn = d1 + d2ρ

n. Ëèøèëîñÿ âèçíà÷èòè d1 òà d2. Âiçüìåìî ¾ãðàíè÷íi¿ óìîâè

p1 = ρp0 òà
∞∑
k=0

pk = 1. Ùîá ðÿä çáiãàâñÿ, íåîáõiäíî d1 = 0. Ç ïåðøî¨ óìîâè

p0 = d2, i 1 =
∞∑
k=0

p0ρ
k = p0

1−ρ ⇒ p0 = 1− ρ. Îòæå, pk = (1− ρ)ρk.

Âèçíà÷èìî (ñòàòèñòè÷íi) õàðàêòåðèñòèêè åôåêòèâíîñòi äàíî¨ ÑÌÎ.

Ñåðåäíÿ êiëüêiñòü çàïèòiâ ó ñèñòåìi çíàéäåíà âèùå: N = ρ
1−ρ = λ

µ−λ
(ÌÑ ÂÂ, ÿêà ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì 1− ρ).
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Ñåðåäíÿ êiëüêiñòü çàïèòiâ ó ÷åðçi/äîâæèíà ÷åðãè Nq. Îñêiëüêè
Nq(t) = max{0;N(t)− 1}, òî
Nq =

∞∑
k=1

(k − 1)pk =
∞∑
k=1

kpk −
[ ∞∑
k=0

pk − p0

]
= N − (1− p0) = ρ

1−ρ − ρ = ρ2

1−ρ

ÇÀÓÂ. Ðiâíiñòü Nq = N− (1−p0) ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëüíî¨ ÑÌÎ ç ¹äèíèì
ïðèëàäîì, êîòðèé ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó çäàòíèé îáðîáëÿòè ðiâíî 1 çàïèò.

Ñåðåäíÿ äîâæèíà íåïîðîæíüî¨ ÷åðãè N ′q = M [Nq/Nq 6= 0] =
∞∑
k=1

(k − 1)p′k, äå {p′k} � óìîâíi éìîâiðíîñòi ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè ó ñòàíi k,

êîëè ÷åðãà íåïîðîæíÿ ⇔ N(t) 6= 0, 1; ïðè k > 2

p′k = P{N(t)=k}
P{N(t)>2} = pk

1−P{N(t)=0}−P{N(t)=1} = pk
1−(1−ρ)−(1−ρ)ρ = pk

ρ2

i p′0 = p′1 = 0. Çâiäñè N ′q = 1
ρ2

∞∑
k=2

(k − 1)pk = 1
ρ2Nq = 1

1−ρ .

Ñåðåäíÿ òðèâàëiñòü ïåðåáóâàííÿ çàïèòó â ñèñòåìi T îòðèìó¹òüñÿ
ç ôîðìóëè Ëiòòëà: N = λT ⇒ T = 1

λN = 1
µ−λ .

Ñåðåäíÿ òðèâàëiñòü ïåðåáóâàííÿ çàïèòó â ÷åðçi Tq � àíàëîãi÷íî:
Tq = 1

λNq = λ
µ(µ−λ)

Âèäíî, ùî ïðè ρ→ 1 ïîâåäiíêà ñèñòåìè ïîãiðøó¹òüñÿ: íàìàãàííÿ ìàêñè-
ìiçóâàòè ïðîäóêòèâíiñòü, òðèìàþ÷è ïðèëàä çàâæäè çàéíÿòèì, ïðèçâîäèòü äî
ïîäîâæåííÿ çàòðèìêè çàïèòiâ ó ÷åðçi.

Òàê ÿê N ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië, D[N ] = ρ
(1−ρ)2 . Òîìó é D[N ] −−→

ρ→1
∞

� ïðè ρ → 1 ðîçêèä êiëüêîñòi çàïèòiâ ó ñèñòåìi íåîáìåæåíî çðîñòà¹, òîáòî
ïåðåäáà÷óâàíiñòü ¨¨ ïîâåäiíêè ïàäà¹.

ÇÀÓÂ. Íàâåäåíi õàðàêòåðèñòèêè îòðèìàíi äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ðåæèìó.

Ðîçïîäië ÷àñó î÷iêóâàííÿ ó ÷åðçi Tq � ÂÂ, ÿêà ïðèéìà¹ ïåâíå çíà-
÷åííÿ äëÿ êîæíîãî çàïèòó. Âæå âñòàíîâèëè Tq = λ

µ(µ−λ) , òåïåð çíàéäåìî ¨¨
ÔÐ FTq(t) = P{Tq < t}. Î÷åâèäíî, FTq(t) = 0 äëÿ t 6 0. Tq íå ¹ àíi äèñêðå-
òíîþ, àíi ÀáñÍåï: äëÿ ñòðîãî äîäàòíiõ çíà÷åíü ¨¨ ðîçïîäië íåïåðåðâíèé, àëå
âîíà ç íåíóëüîâîþ éìîâiðíiñòþ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0, êîëè çàïèò íàäõîäèòü
äî ñèñòåìè áåç iíøèõ çàïèòiâ i âiäðàçó îáðîáëÿ¹òüñÿ.

Íåõàé qk, k ∈ Z+ � éìîâiðíiñòü ïîäi¨ Rk: â ìîìåíò ïðèáóòòÿ çàïèòó â
ñèñòåìi âæå ¹ ðiâíî k çàïèòiâ. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó qk 6= pk, àëå äëÿ ÏÏ
âîíè ñïiâïàäàþòü ÷åðåç ðiâíîìiðíiñòü ÏÏ: qk = pk.
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FTq({0}) = P{Tq = 0} = q0 = p0 = 1− ρ. Äëÿ t > 0
FTq(t) = P{Tq < t} = P{Tq = 0}+ P{0 < Tq < t} = (1− ρ) + P{0 < Tq < t}

P{0 < Tq < t} ÔÏÉ
=

∞∑
k=1

pkP{0 < Tq < t/Rk}

{0 < Tq < t/Rk} îçíà÷à¹, ùî ïðîòÿãîì ÷àñó t âñi k çàïèòiâ, ÿêi áóëè â
ñèñòåìi ó ìîìåíò íàäõîäæåííÿ äàíîãî (ç íèõ 1 îáðîáëÿâñÿ ïðèëàäîì, iíøi
÷åêàëè ó ÷åðçi), âñòèãëè îáðîáèòèñÿ, � ñóìàðíà òðèâàëiñòü ¨õ îáðîáêè ìåíøå
t. Îñêiëüêè òðèâàëîñòi îáðîáêè � Í/Ç ÂÂ, ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíi ç ïàðà-
ìåòðîì µ, öÿ ñóìàðíà òðèâàëiñòü ìà¹ ðîçïîäië Åðëàíãà ç ïàðàìåòðàìè (k;µ),

ùiëüíiñòü ÿêîãî p(k;µ;u) =

{
0, u 6 0,
µk

(k−1)!u
k−1e−µu, u > 0.

Òîìó FTq(t) = 1− ρ+ (1− ρ)
∞∑
k=1

ρk
t∫

0

µk

(k−1)!u
k−1e−µudu =

= (1− ρ)
[
1 +

t∫
0

µρe−µu
[ ∞∑
k=1

(µρu)k−1

(k−1)!

]
du
]
µρ=λ
= (1− ρ)

[
1 +

t∫
0

λe−(µ−λ)udu
]

=

= (1− ρ)
[
1− ρ

1−ρ
(
e−(µ−λ)t − 1

)]
= 1− ρe−(µ−λ)t

Òàêèì ÷èíîì, Tq ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñóìó ÂÂ ç ïîêàçíèêîâèì ðîçïîäiëîì iç ïà-
ðàìåòðîì µ(1−ρ) = µ−λ (ç êîåôiöi¹íòîì ρ) òà àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó ç ìàñîþ
1− ρ â ò. t = 0. Çâiäñè òàêîæ âèïëèâà¹

Tq = 0 · (1− ρ) + ρ
∞∫
0

µ(1− ρ)ue−µ(1−ρ)udu = ρ
∞∫
0

e−µ(1−ρ)udu = ρ
µ(1−ρ) = λ

µ(µ−λ)

� ñïiâïàäà¹ ç ñåðåäíiì, îòðèìàíèì çà ôîðìóëîþ Ëiòòëà.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçïîäië ÷àñó ïåðåáóâàííÿ â ñèñòåìi T :
ìiðêó¹ìî, ÿê äëÿ Tq, òiëüêè òåïåð P{0 < T < t/Rk} ñëiä çíàõîäèòè ç òî¨
óìîâè, ùî çà ÷àñ t îáðîáëåíî k + 1 çàïèòiâ (âêëþ÷àþ÷è äàíèé). Äëÿ t > 0

FT (t) = (1− ρ)
∞∑
k=0

ρk ·
t∫

0

µk+1

k! u
ke−µudu =

= (1− ρ)µ
t∫

0

e−µu
[ ∞∑
k=0

(µρu)k

k!

]
du =

t∫
0

(µ− λ)e−(µ−λ)udu = 1− e−(µ−λ)t

� T óæå ¹ ÀáñÍåï ÂÂ, ÿêà ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì µ− λ.

2.4. Ñèñòåìà M/M/n

Ìîäåëëþ òàêî¨ ÑÌÎ (multiserver) òåæ ¹ ÏÍÇ N(t). Òðèâàëiñòü îáðîáêè
çàïèòó êîæíèì ïðèëàäîì � ïîêàçíèêîâà ç ïàðàìåòðîì µ. Âõiäíèé ïîòiê ïó-
àññîíiâ ç iíòåíñèâíiñòþ λ, îòæå, λk ≡ λ. Îäíàê iíòåíñèâíîñòi âèáóòòÿ ðiçíi:
ÿêùî â ñèñòåìi íå ìåíøå n çàïèòiâ, òî n ç íèõ îáðîáëÿþòüñÿ, òîæ ñóìàðíà ií-
òåíñèâíiñòü âèáóòòÿ nµ, à ÿêùî ìåíøå, k, � âîíè âñi îáðîáëÿþòüñÿ, i ñóìàðíà
iíòåíñèâíiñòü âèáóòòÿ ñêëàäà¹ kµ. Çíà÷èòü, µk = µ ·min{k;n}.
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0 1 2 .	.	.

λ λ λ λ 

2μ 3μ μ nμ 

n n+1

λ 

nμ 

λ 

nμ 

.	.	.

pk = p0

k∏
i=1

λi−1

µi
=


p0

k∏
i=1

λ
µi = p0

λk

k!·µk , k < n,

p0
λn

n!·µn
k∏

i=n+1

λ
nµ = p0

λk

n!·nk−n·µk , k > n.

Íåõàé r = λ
µ i ρ = λ

nµ = r
n . Ðîçïîäië pk =

{
p0

rk

k! , k < n,

p0
rk

n!·nk−n = p0
nn

n! ρ
k, k > n

ïðè k 6 n ñõîæèé íà ïóàññîíiâ, à ïðè k > n � íà ãåîìåòðè÷íèé.

Îñêiëüêè
∞∑
k=0

pk = 1, p0 =
(n−1∑
k=0

rk

k! + nn

n!

∞∑
k=n

ρk
)−1

. Ðÿä çáiãà¹òüñÿ, êîëè ρ < 1

⇔ λ < nµ, ïðè öüîìó
∞∑
k=n

ρk = ρn

1−ρ = rn

nn(1−ρ) , i p0 =
(n−1∑
k=0

rk

k! + rn

(1−ρ)n!

)−1

.

Âiäìiòèìî, ùî çâiäñè
n−1∑
k=0

rk

k! = 1
p0
− rn

(1−ρ)n! .

Ïðè n = 1 öi ðåçóëüòàòè ïåðåòâîðþþòüñÿ íà îòðèìàíi ó âèïàäêó M/M/1.

Õàðàêòåðèñòèêè åôåêòèâíîñòi. Ïî÷íåìî ç ñåðåäíüî¨ äîâæèíè ÷åð-
ãè Nq; ïðè ¨¨ îá÷èñëåííi ìîæåìî íå âðàõîâóâàòè ñòàíè k 6 n (àäæå çà òàêî¨
êiëüêîñòi çàïèòiâ â ñèñòåìi óñi âîíè îáðîáëÿþòüñÿ). Êîëè N(t) > n, ó ÷åðçi
ïåðåáóâà¹ Nq(t) = N(t)− n çàïèòiâ. Çíà÷èòü,

Nq =
∞∑

k=n+1

(k − n)pk = p0
nn

n!

∞∑
k=n+1

(k − n)ρk
s←k−n

=

= p0
nn

n!

∞∑
s=1

sρs+n = p0ρ
(ρn)n

n!

∞∑
s=1

sρs−1 = p0ρ
rn

n!

∞∑
s=1

d
dρ

[
ρs
]

=

= p0ρ
rn

n!
d
dρ

[ ∞∑
s=1

ρs
]

= p0ρ
rn

n!
d
dρ

[
ρ

1−ρ
]

= p0
ρrn

(1−ρ)2·n!

Çà ôîðìóëîþ Ëiòòëà ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ çàïèòó â ÷åðçi
Tq = 1

λNq = p0
rn

(nµ)(1−ρ)2·n! .

Çãàäó¹ìî, ùî T = Tq + Ts = Tq + 1
µ , çâiäêè ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ

çàïèòó â ñèñòåìi T = 1
µ + p0

rn

(nµ)(1−ρ)2·n! .
Çíîâ-òàêè çà ôîðìóëîþ Ëiòòëà ñåðåäíÿ êiëüêiñòü çàïèòiâ ó ñèñòåìi

N = λT = r + p0
ρrn

(1−ρ)2·n! .
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Òåïåð çíàéäåìî P{Tq = 0} = FTq({0}) � éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çàïèò íå
÷åêà¹ â ÷åðçi, à âiäðàçó ïiñëÿ íàäõîäæåííÿ äî ñèñòåìè îáðîáëÿ¹òüñÿ ÿêèìñü
ïðèëàäîì. Â ìîìåíò íàäõîäæåííÿ òàêîãî çàïèòó ó ñèñòåìi áóëî ìåíøå n çà-
ïèòiâ (õî÷à á 1 ïðèëàä ëèøàâñÿ âiëüíèì), çíà÷èòü,

P{Tq = 0} =
n−1∑
k=0

qk
ÏÏ
=

n−1∑
k=0

pk = p0

n−1∑
k=0

rk

k! = p0

[
1
p0
− rn

(1−ρ)n!

]
= 1− p0

rn

(1−ρ)n! (∗)

Ïîçíà÷èâøè C(n; r) := 1− P{Tq = 0} = P{Tq > 0} (éìîâiðíiñòü òîãî, ùî
çàïèò ÷åêàòèìå â ÷åðçi):

C(n; r) = p0
rn

(1−ρ)n! = rn

(1−ρ)n! ·
[n−1∑
k=0

rk

k! + rn

(1−ρ)n!

]−1

� C-ôîðìóëà Åðëàíãà, âèðàæà¹ éìîâiðíiñòü ÷åêàííÿ â ÷åðçi ÷åðåç r, ρ òà n
äëÿ ñèñòåìè M/M/n, � ÿêùî íåõòóâàòè âiäìîâàìè, ïîâòîðíèìè çàïèòàìè,
ïåðåõîäîì ó íåñòàöiîíàðíèé ðåæèì, îáìåæåíîþ äîâæèíîþ ÷åðãè.

Âèçíà÷èìî ðîçïîäië òðèâàëîñòi ÷åêàííÿ ó ÷åðçi Tq. Ïðè t > 0

FTq(t)
ÔÏÉ
= P{Tq = 0}+

∞∑
k=n

P{0 < Tq < t/Rk}P (Rk)

äå, ÿê i ðàíiøå, ïîäiÿ Rk ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî â ìîìåíò ïðèáóòòÿ çàïèòó äî
ñèñòåìè òàì âæå áóëî ðiâíî k çàïèòiâ (ç íèõ n îáñëóãîâóâàëèñü ïðèëàäàìè).
P{0 < Tq < t/Rk} ¹ éìîâiðíiñòþ òîãî, ùî çà öi¹¨ óìîâè ïðîòÿãîì ÷àñó t áóäå
îáðîáëåíî k−n+ 1 çàïèòiâ: óñi k−n ç ÷åðãè òà 1 ç îáðîáëþâàíèõ, àáè çâiëü-
íèâñÿ 1 ïðèëàä. Îñêiëüêè â ñèñòåìi n ïðèëàäiâ, ïðîìiæêè ìiæ ïîñëiäîâíèìè
âèáóòòÿìè çàïèòiâ ¹ Í/Ç ÂÂ, ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíi ç ïàðàìåòðîì nµ, ÿê
min{τ1; ...; τn}, äå τi ðîçïîäiëåíi ïîêàçíèêîâî ç ïàðàìåòðîì µ.

Çàãàëüíà òðèâàëiñòü îáðîáêè öèõ k − n+ 1 çàïèòiâ ìà¹ òîäi ðîçïîäië Åð-
ëàíãà ç ïàðàìåòðàìè (k − n+ 1;nµ). Òàêîæ P (Rk) = qk = pk, i

FTq(t) = P{Tq = 0}+ p0

∞∑
k=n

nn

n! ρ
k
t∫

0

(nµ)k−n+1

(k−n)! u
k−ne−nµudu

ρk=ρnρk−n
=

= P{Tq = 0}+ p0nµ
rn

n!

∞∑
k=n

t∫
0

1
(k−n)!(nµρu)k−ne−nµudu =

= P{Tq = 0}+ p0nµ
rn

n!

t∫
0

e−nµu
[ ∞∑
s=0

(λu)s

s!

]
du =

= P{Tq = 0}+ p0nµ
rn

n!

t∫
0

e−(nµ−λ)udu =

= P{Tq = 0}+ p0nµ
rn

(nµ−λ)n!

[
1− e−(nµ−λ)t

] (∗)
=

= 1− p0
rn

(1−ρ)n! + p0
rn

(1−ρ)n!

[
1− e−(nµ−λ)t

]
= 1− C(n; r)e−(nµ−λ)t (∗∗)

(∗) i (∗∗) îçíà÷àþòü, ùî òðèâàëiñòü ÷åêàííÿ â ÷åðçi Tq òóò òåæ ¹ ñóìîþ
äèñêðåòíî¨ ÂÂ, çîñåðåäæåíî¨ â 0, òà ÀáñÍåï ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíî¨ ÂÂ.
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Ïðè t > 0: P{Tq > t} = 1− FTq(t) = p0
rn

(1−ρ)n! · e
−(nµ−λ)t, òîìó

P{Tq > t/Tq > 0} =
P{Tq>t}
P{Tq>0} = e−(nµ−λ)t

� óìîâíèé ðîçïîäië Tq ïðè Tq > 0 ïîêàçíèêîâèé ç ïàðàìåòðîì nµ− λ (#)

Ðîçïîäië ÷àñó ïåðåáóâàííÿ â ñèñòåìi T çíàéäåìî, ðîçáèâøè óñi çà-
ïèòè íà òi, ÿêi íå ÷åêàëè â ÷åðçi (Tq = 0) òà òi, ÿêi ÷åêàëè (Tq > 0). Çàïèò
íàëåæèòü äî ïåðøîãî òèïó ç éìîâiðíiñòþ P{Tq = 0}, ïðè öüîìó òðèâàëiñòü
éîãî ïåðåáóâàííÿ â ñèñòåìi ñïiâïàäà¹ ç òðèâàëiñòþ éîãî îáðîáêè � ïîêàçíè-
êîâîþ ÂÂ ç ïàðàìåòðîì µ, ïîçíà÷èìî ¨¨ τ ; äî äðóãîãî òèïó � ç éìîâiðíiñòþ
P{Tq > 0}, òîäi ÷àñ ó ñèñòåìi ¹ ñóìîþ òðèâàëîñòi ÷åêàííÿ òà òðèâàëîñòi

îáðîáêè. Îòæå, ÔÐ FT (t) = P{T < t} ÔÏÉ
=

= P{T < t/Tq = 0}P{Tq = 0}+ P{T < t/Tq > 0}P{Tq > 0} =
= P{τ < t/Tq = 0}P{Tq = 0}+ P{Tq + τ < t/Tq > 0}P{Tq > 0} =

= (1− e−µt)
[
1− p0

rn

(1−ρ)n!

]
+ P{Tq + τ < t/Tq > 0}p0

rn

(1−ρ)n!

Ðîçïîäië Tq + τ çà óìîâè Tq > 0 ¹ çãîðòêîþ äâîõ ïîêàçíèêîâèõ ðîçïîäiëiâ:
îäíîãî (#) ç ïàðàìåòðîì nµ− λ, äðóãîãî ç ïàðàìåòðîì µ.

REC. ßêùî ξ é η Í/Ç, ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíi ç ïàðàìåòðàìè a é b, òî

ùiëüíiñòü ¨õ ñóìè äëÿ x > 0 pξ+η(x) =
+∞∫
−∞

pξ(x− u)pη(u)du =

=
x∫
0

ae−a(x−u)be−budu = abe−ax 1
a−be

(a−b)u
∣∣∣x
0

= ab
a−b(e

−bx − e−ax) ⇒

⇒ Fξ+η(x) =
x∫
0

pξ+η(u)du = 1
a−b
(
be−au − ae−bu

)∣∣∣x
0

= 1− 1
a−b
[
ae−bx − be−ax

]
Òîæ P{Tq+τ<t/Tq>0} = 1− 1

nµ−λ−µ
[
(nµ−λ)e−µt − µe−(nµ−λ)t

]
, à FT (t) =

= (1−e−µt)
[
1−p0

rn

(1−ρ)n!

]
+
{

1− 1
nµ−λ−µ

[
(nµ−λ)e−µt − µe−(nµ−λ)t

]}
p0

rn

(1−ρ)n! =

= 1− e−µt + p0
rn

(1−ρ)n!

{
e−µt − 1

nµ−λ−µ
[
(nµ− λ)e−µt − µe−(nµ−λ)t

]}
=

= 1− e−µt + p0
rn

(1−ρ)n! ·
1

nµ−λ−µ
[
µe−(nµ−λ)t − µe−µt

]
=

= 1− e−µt − p0
rn

(1−ρ)(n−1−r)n!

[
e−µt − e−(nµ−λ)t

]
ÇÀÓÂ. (¾Ïåðåâiðêà¿). Óçÿâøè òóò n = 1 (ρ = r = λ

µ , p0 = 1− ρ):
FT (t) = 1− e−µt − r

(−r)
[
e−µt − e−(µ−λ)t

]
= 1− e−(µ−λ)t

� ðåçóëüòàò, ÿêèé îòðèìàëè ðàíiøå äëÿ ñèñòåìè M/M/1.

Âèçíà÷åííÿ êiëüêîñòi ïðèëàäiâ n � âèêîíó¹òüñÿ ïî-ðiçíîìó çàëåæíî
âiä ìåòè, ÿêó ìè õî÷åìî äîñÿãòè.

Ïîäàëüøi òâåðäæåííÿ ñòîñóþòüñÿ ÑÌÎ M/M/n ç ¾âåëèêèìè¿ n.
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Ó ñòàöiîíàðíîìó ðåæèìi âíàñëiäîê ρ = r
n < 1 áóäå n > r ⇔ n = r+ ∆, äå

∆ > 0 (ìîæå áóòè íåöiëèì) � êiëüêiñòü ïðèëàäiâ ¾íà äîäà÷ó¿ äî íàâàíòàæå-
ííÿ r. Òîìó âèáið n ìîæíà òëóìà÷èòè ÿê âèáið ¾äîäà÷i¿ ∆.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ ïðèêëàäó M/M/n ç n = 12, r = λ
µ = 9 òà ρ = 3

4 . Ââàæà¹ìî,
ùî ¨¨ ôóíêöiîíóâàííÿ â ñòàöiîíàðíîìó ðåæèìi (ÿêèé iñíó¹, ρ < 1) çàäîâiëüíå.
ßêùî çáiëüøèòè íàâàíòàæåííÿ â 4 ðàçè, äî r = 36, ÿêîþ ìà¹ ñòàòè êiëüêiñòü
ïðèëàäiâ, àáè ñèñòåìà òàêîæ ïðàöþâàëà çàäîâiëüíî? Âiäïîâiäü çàëåæèòü âiä
òîãî, ÿêó õàðàêòåðèñòèêó ïðàãíåìî çáåðåãòè:

• Òåìï, êîåôiöi¹íò âèêîðèñòàííÿ ρ. Îñêiëüêè ρ = r
n , ìàòèìåìî n = 48.

Òåìï çáåðiãà¹òüñÿ çà ðàõóíîê çáiëüøåííÿ ñóìàðíî¨ öiíè ïðèëàäiâ. Ó òîé
æå ÷àñ éìîâiðíiñòü ÷åêàííÿ â ÷åðçi, P{Tq > 0} −−−→

r→∞
0, êîëè ρ = const.

Iíøèìè ñëîâàìè, ïðè òàêîìó ïiäõîäi ó ÑÌÎ ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ ïðèëàäiâ
çàòðèìêà â ÷åðçi áóäå êîðîòêîþ.

Îòðèìàòè øóêàíó êiëüêiñòü ïðèëàäiâ ïðîñòî: n = r
ρ .

Öåé ïiäõiä íàçèâà¹òüñÿ quality domain (QD).

• Äi¹âiñòü, êiëüêiñòü ∆ ïðèëàäiâ ¾íà äîäà÷ó¿. Ó ïî÷àòêîâié êîíôiãóðàöi¨
∆ = n− r = 12− 9 = 3; äëÿ r = 36 áóäå n = 36 + ∆ = 39 ïðèëàäiâ.

Òóò, íàâïàêè, çáåðiãà¹òüñÿ öiíà äîäàòêîâèõ ïðèëàäiâ çà ðàõóíîê òåìïó îá-
ñëóãîâóâàííÿ. Ïðè çðîñòàííi íàâàíòàæåííÿ äî∞, êîëè ∆ = const, ìàòèìåìî
ρ → 1 òà P{Tq > 0} → 1. Ó âåëèêèõ ÑÌÎ, ïîáóäîâàíèõ ç âèêîðèñòàííÿì
öüîãî ïiäõîäó, ìàéæå íàïåâíå áóäóòü çàòðèìêè â ÷åðçi.

Êiëüêiñòü ïðèëàäiâ òåæ çíàõîäèòüñÿ ëåãêî: n = r + ∆.
Öåé ïiäõiä íàçèâà¹òüñÿ e�ciency domain (ED).

• Òåìï òà äi¹âiñòü, ìiðó çàòðèìêè â ÷åðçi; ïðèìiðîì, éìîâiðíiñòü ÷åêàííÿ
â ÷åðçi P{Tq > 0} = C(n; r). Ó ïî÷àòêîâié ñèñòåìi, çà C-ôîðìóëîþ Åðëàíãà,
âîíà ≈ 0.266. Ïðè r = 36, àáè âîíà áóëà íå áiëüøîþ, íåîáõiäíî n = 42 ïðè-
ëàäè. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî ïðàãíåìî îáìåæèòè éìîâiðíiñòü ÷åêàííÿ
ïîðîãîâèì α ∈ (0; 1), øóêà¹ìî n0 = min{n ∈ N : P{Tq > 0} 6 α}; òîáòî ìîâà
éäå ïðî îáåðíåííÿ C-ôîðìóëè Åðëàíãà.

Òóò âæå íåìà¹ ¾ïðîñòî¨¿ ôîðìóëè, ÿêà á âèðàæàëà n ÷åðåç r, ρ òà ∆.
Öåé ïiäõiä íàçèâà¹òüñÿ quality and e�ciency domain (QED).

Êîíôiãóðàöiÿ r n ρ ∆ P{Tq > 0}
Ïî÷àòêîâà 9 12 0.75 3 0.266
QD 36 48 0.75 12 0.037
ED 36 39 0.92 3 0.523
QED 36 42 0.86 6 0.246
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QED ¹ êîìïðîìiñîì ìiæ QD òà ED, � êåðóþ÷èñü íèì, ìè ïiäòðèìó¹ìî
ðiâíîâàãó ìiæ öiíîþ ïðèëàäiâ òà çàòðèìêîþ çàïèòiâ ó ÷åðçi. Çàëåæíiñòü n
âiä iíøèõ ïàðàìåòðiâ ñêëàäíiøà, ïðîòå äîñòàòíüî êîðèñíèì ¹ íàáëèæåííÿ çà
ïðàâèëîì êâàäðàòíîãî êîðåíÿ

n ≈ r + β
√
r ⇔ ∆ ≈ β

√
r (##)

(äå β � îïèñàíà íèæ÷å ñòàëà), ùî âèïëèâà¹ ç íàñòóïíî¨

ÒÅÎÐ. (Hal�n & Whitt, 1981). Íåõàé {M/M/n}n∈N � ïîñëiäîâíiñòü ÑÌÎ
ç íàâàíòàæåííÿìè λn

µn
= rn.

lim
n→∞

C(n; rn) = α ∈ (0; 1) òîäiäîò lim
n→∞

n−rn√
n

= β > 0

äå α = ϕ(β)
ϕ(β)+βΦ(β) (òóò ϕ(·) i Φ(·) � ùiëüíiñòü òà ÔÐ N0;1).

(##) îçíà÷à¹, ùî éìîâiðíiñòü çàòðèìêè ó ÷åðçi ëèøà¹òüñÿ ïðèáëèçíî ñòà-
ëîþ, êîëè äîäàòêîâà êiëüêiñòü ∆ ïðèëàäiâ çðîñòà¹ ïðîïîðöiéíî êâàäðàòíîìó
êîðåíþ ç íàâàíòàæåííÿ. Öå ïðàâèëî äîçâîëÿ¹ îáèðàòè ïàðàìåòðè ñèñòåìè,
íàâiòü êîëè äåÿêi õàðàêòåðèñòèêè íåâiäîìi; íàïðèêëàä, ÿêùî ñèñòåìà ïðà-
öþ¹ çàäîâiëüíî, äîñòàòíüî çíàòè ëèøå êiëüêiñòü ∆ ïðèëàäiâ íà äîäà÷ó äî
íàâàíòàæåííÿ r, ùîá ïðè çáiëüøåííÿ íàâàíòàæåííÿ â k ðàçiâ óçÿòè äîäàòêî-
âó êiëüêiñòü, ÿêà çàáåçïå÷èòü òàêó æ çàäîâiëüíó çàòðèìêó: ∆′ ≈

√
k ·∆.

Êðiì òîãî, çà äîïîìîãîþ (##) âèçíà÷à¹òüñÿ ïî÷àòêîâà êiëüêiñòü ïðèëà-
äiâ: êîëè ïëàíîâàíå íàâàíòàæåííÿ r âiäîìå, îáèðà¹ìî α, çíàõîäèìî âiäïîâiä-
íå β (Kolesar & Green ïîêàçàëè (1998), ùî ó ÿêîñòi β ìîæíà âçÿòè (1 − α)-
êâàíòèëü N0;1-ðîçïîäiëó), i ïîêëàäà¹ìî n = r + β

√
r.

2.5. Ñèñòåìà M/M/n/m

âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïîïåðåäíüî¨ îáìåæåíîþ ¹ìíiñòþ: ó íié ìîæå ïåðåáóâàòè çà-
ãàëîì íå áiëüøå m çàïèòiâ. Î÷åâèäíî, ÿêùî m < n, ïðèëàäè ç íîìåðàìè
> m íiêîëè íå áóäóòü çàäiÿíèìè (ïðèíàéìíi êîëè çàïèò íàäõîäèòü äî âiëü-
íîãî ïðèëàäó ç íàéìåíøèì íîìåðîì), òîáòî òàêà ñèñòåìà ïðàöþâàòèìå ÿê
M/M/m/m. Òîìó ââàæà¹ìî m > n.

Âiäìiííiñòü ìîäåëþþ÷îãî ÏÍÇ N(t) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî λk ≡ 0 äëÿ k > m,

i öåé ÂÏ ìà¹ ñêií÷åííó ìíîæèíó ñòàíiâ: âiä 0 äî m. Òîìó pk = p0

k∏
i=1

λi−1

µi
={

p0
rk

k! , k < n,

p0
nn

n! ρ
k, n 6 k 6 m

� ¾ïóàññîíîïîäiáíèé¿ äëÿ k < n òà ¾ãåîìåòðè÷íîïî-

äiáíèé¿ ó ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó. p0 çíàõîäèìî ç òî¨-òàêè ðiâíîñòi
m∑
k=0

pk = 1 ⇔ p0 =
[n−1∑
k=0

rk

k! + nn

n!

m∑
k=n

ρk
]−1
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Ñóìà
m∑
k=n

ρk ñêií÷åííà, òîìó îáìåæåííÿ ρ < 1 ìîæíà ïîñëàáèòè äî ρ 6 1.

Âèíèêà¹ 2 âèïàäêè: p0 =

[
n−1∑
k=0

rk

k! + nn

n! ×

{
ρn 1−ρm−n+1

1−ρ , ρ < 1,

m− n+ 1, ρ = 1

]−1

=

=

[
n−1∑
k=0

rk

k! + rn

n! ×

{
1−ρm−n+1

1−ρ , ρ < 1,

m− n+ 1, ρ = 1

]−1

(ïðè ρ < 1 áóäå ρnnn = rn, à ïðè ρ = r
n = 1 áóäå nn = rn).

Õàðàêòåðèñòèêè åôåêòèâíîñòi. Ïî÷íåìî ç ñåðåäíüî¨ äîâæèíè ÷åð-

ãè Nq =
m∑

k=n+1

(k − n)pk =
m∑

k=n+1

(k − n)p0
nn

n! ρ
k s←k−n

= p0ρ
rn

n!

m−n∑
s=1

sρs−1:

a) ρ < 1. Nq = p0ρ
rn

n!

m−n∑
s=0

d
dρ

[
ρs
]

= p0ρ
rn

n!
d
dρ

[
1−ρm−n+1

1−ρ
]

=

= p0
ρ

(1−ρ)2 ·
rn

n!

{
−(m− n+ 1)ρm−n(1− ρ)− (−1)(1− ρm−n+1)

}
=

= p0
ρ

(1−ρ)2 ·
rn

n!

{
1− ρm−n+1 − (m− n+ 1)(1− ρ)ρm−n

}
b) ρ = 1. Nq = p0

rn

n!

m−n∑
s=1

s = p0
rn

n! ·
(m−n)(m−n+1)

2 .

Ñåðåäíÿ êiëüêiñòü çàïèòiâ ó ñèñòåìi N . Ó ìîäåëi M/M/n/∞ ðiâíiñòü
N = Nq + r âèïëèâàëà ç T = Tq + 1

µ é ôîðìóëè Ëiòòëà; äëÿ îáìåæåíèõ

÷åðã ôîðìóëà Ëiòòëà çìiíþ¹òüñÿ, ÿê i çàëåæíiñòü N âiä Nq, àäæå ÷àñòêà pm
çàïèòiâ, ùî íàäõîäÿòü äî ñèñòåìè, âiäðàçó ëèøàþòü ¨¨, áî â ñòàíi N(t) = m
¹ìíiñòü âè÷åðïàíà. Ïî¹äíà¹ìî öå ç òèì, ùî ïðèáóâàþ÷i ó ñêëàäi ÏÏ çàïèòè
â ñåðåäíüîìó ¾ñïîñòåðiãàþòü¿ ñåðåäí¹ çà ÷àñîì (ðiâíîìiðíiñòü ÏÏ). Îòæå,
òåìï íàäõîäæåííÿ çàïèòiâ, ÿêi íå âiäðàçó âèáóâàþòü, ¹ λeff = λ(1 − pm).
Âiäïîâiäíî reff =

λeff
µ i N = Nq +

λeff
µ = Nq + r(1− pm).

Ñåðåäíÿ êiëüêiñòü îáðîáëþâàíèõ çàïèòiâ ïîâèííà áóòè ìåíøå çà êiëüêiñòü
ïðèëàäiâ, Ns = N −Nq = r(1− pm) < n, çâiäêè ρeff =

λeff
nµ = λ(1−pm)

nµ < 1.

Çà âèïðàâëåíîþ ÔË äëÿ îáìåæåíèõ ÷åðã ç iíøèì òåìïîì ïîÿâè ¾íå âiäðà-
çó âèáóâàþ÷èõ¿ çàïèòiâ, ñåðåäíié ÷àñ ÷åêàííÿ â ÷åðçi Tq =

Nq
λeff

=
Nq

λ(1−pm) ,

à ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ â ñèñòåìi T = N
λeff

= N
λ(1−pm) .

Ïðè n = 1, äëÿ ÑÌÎ M/M/1/m, îïèñàíi õàðàêòåðèñòèêè âèðàæàþòüñÿ
ïðîñòiøå: ρ = r i

p0 =

{(
1 + ρ1−ρm

1−ρ
)−1

= 1−ρ
1−ρm+1 , ρ < 1,

1
m+1 , ρ = 1,

òà pk =

{
1−ρ

1−ρm+1ρ
k, ρ < 1,

1
m+1 , ρ = 1,
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Nq =

{
p0

ρ2

(1−ρ)2

[
1− ρm −m(1− ρ)ρm−1

]
, ρ < 1,

p0
m(m−1)

2 , ρ = 1
=

=

{
ρ2

(1−ρ)(1−ρm+1)

[
1− ρm−1(ρ+m−mρ)

]
, ρ < 1,

m(m−1)
2(m+1) , ρ = 1.

N = Nq + ρ, çâiäêè ρ = 1 − p0 = reff = λ(1−pm)
µ ⇔ µ(1 − p0) = λ(1 − pm)

� ¾âèõiäíèé¿ ïîòiê ìà¹ ñïiâïàäàòè ç ¾âõiäíèì¿ (âèêëþ÷àþ÷è çàïèòè, ÿêi
âiäðàçó âèáóâàþòü, êîëè ¹ìíiñòü âè÷åðïàíà).

Ðîçïîäië òðèâàëîñòi ÷åêàííÿ ó ÷åðçi. Íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíiõ ñè-
ñòåì, qk 6= pk (ïîòiê óñiõ çàïèòiâ ïóàññîíiâ, à òèõ, ÿêi íå âòðà÷àþòüñÿ � íå
ïóàññîíiâ), àäæå íàñ öiêàâèòü ñòàí ÷åðãè â ìîìåíòè ïðèáóòòÿ çàïèòiâ, ÿêi
ëèøàþòüñÿ. Ùîá çíàéòè qk äëÿ k 6 m − 1, çàñòîñó¹ìî ôîðìóëè Áàé¹ñà, ïî-
çíà÷èâøè ÷åðåç A ïîäiþ ïðèáóòòÿ (arrival) çàïèòó äî ñèñòåìè:

qk = P (Rk) = P (N = k/A) = P (A/N=k)P{N=k}
m∑
s=0

P (A/N=s)P{N=s}
= P (A/N=k)pk

m∑
s=0

P (A/N=s)ps
=

= lim
∆t→0

[
λ∆t+o(∆t)

]
pk

m−1∑
s=0

[
λ∆t+o(∆t)

]
ps

= lim
∆t→0

[
λ+o(1)

]
pk

m−1∑
s=0

[
λ+o(1)

]
ps

= λpk

λ
m−1∑
s=0

ps

= pk
1−pm

Çàçíà÷èìî, ùî pm −−−→
m→∞

0, i äëÿ M/M/n/∞ ìàòèìåìî qk = pk.

Çíîâ FTq(t) = P{Tq < t} = P{Tq = 0} +
m−1∑
k=n

P{0 < Tq < t/Rk}P (Rk), à

P{0 < Tq < t/Rk} ¹ éìîâiðíiñòþ òîãî, ùî ïðîòÿãîì ÷àñó t áóäå îáðîáëåíî
k−n+ 1 çàïèòiâ, ÿêùî ñïî÷àòêó ¨õ áóëî k. qm = 0, áî òàêi çàïèòè íå âñòàþòü
ó ÷åðãó. Tq ìà¹ òîäi ðîçïîäië Åðëàíãà ç ïàðàìåòðàìè (k − n+ 1;nµ), i

FTq(t) = P{Tq = 0}+
m−1∑
k=n

qk
t∫

0

nµ
(k−n)!(nµu)k−ne−nµudu =

= P{Tq = 0}+
m−1∑
k=n

qk

[
1−

∞∫
t

nµ
(k−n)!(nµu)k−ne−nµudu

]
∞∫
t

α
s!(αu)se−αudu � éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÂÂ, ÿêà ìà¹ ðîçïîäië Åðëàíãà ç

ïàðàìåòðàìè (s + 1;α), ïðèéíÿëà çíà÷åííÿ > t. Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî ó
ÏÏ, iíòåíñèâíîñòi α, (s + 1)-à ïîäiÿ âiäáóëàñü íå ðàíiøå t (ìîìåíò (s + 1)-¨
ïîäi¨ ìà¹ âêàçàíèé ðîçïîäië Åðëàíãà ÿê çãîðòêà ïîêàçíèêîâèõ ðîçïîäiëiâ).
Çíà÷èòü, ïðîòÿãîì ÷àñó [0; t) â öüîìó ÏÏ âiäáóëîñü íå áiëüøå s ïîäié. Ìà¹ìî

∞∫
t

α
s!(αu)se−αudu =

s∑
i=0

(αt)i

i! e
−αt

Ïiäñòàâëÿþ÷è òóò α = nµ òà s = k − n, ïðèõîäèìî äî

FTq(t) = P{Tq = 0}+
m−1∑
k=n

qk −
m−1∑
k=n

qk
k−n∑
i=0

(nµt)i

i! e−nµt
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Îñêiëüêè P{Tq = 0} =
n−1∑
k=0

qk òà qm = 0, ñóìà ïåðøèõ 2-õ äîäàíêiâ ¹

m−1∑
k=0

qk = 1, òîìó FTq(t) = 1− 1
1−pm

m−1∑
k=n

pk
k−n∑
i=0

(nµt)i

i! e−nµt.

Ôîðìóëà âòðàò Åðëàíãà. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîêm = n�ÑÌÎM/M/n/n,
ùî íå ìà¹ ÷åðãè: êîëè âñi ïðèëàäè çàéíÿòi, êîæíèé ïðèáóâàþ÷èé çàïèò âiä-
ðàçó çàëèøà¹ ñèñòåìó (ò.ç. ¾íåòåðïëÿ÷i¿ çàïèòè). Òîäi

p0 =
[ n∑
k=0

rk

k!

]−1

òà pk = p0
rk

k! äëÿ k = 0, n (∗)

Ïðè k = n âåëè÷èíà B(n; r) = pn = rn

n!/
[ n∑
k=0

rk

k!

]
� B-ôîðìóëà Åðëàíãà,

éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñèñòåìà ïîâíà, ó ñòàöiîíàðíîìó ðåæèìi. Çâàæàþ÷è íà
ïóàññîíîâiñòü âõiäíîãî ïîòîêó òà ðiâíîìiðíiñòü ÏÏ, öå òàêîæ ÷àñòêà çàïèòiâ,
ÿêi ïðèáóâàþòü äî ïîâíî¨ ñèñòåìè i âòðà÷àþòüñÿ (çâiäñè íàçâà).

ÇÀÓÂ. (∗) ñïðàâåäëèâà äëÿ äîâiëüíî¨ ÑÌÎ M/G/n/n, íåçàëåæíî âiä ðîç-
ïîäiëó òðèâàëîñòi îáðîáêè çàïèòó, � ñòàöiîíàðíi éìîâiðíîñòi çàëåæàòèìóòü
òiëüêè âiä ñåðåäíüî¨ òðèâàëîñòi. Äîâåäåííÿ öüîãî Åðëàíãîì (1917) äëÿ ñòà-
ëî¨ òðèâàëîñòi áóëî âèïðàâëåíå òà óçàãàëüíåíå ïîäàëüøèìè ðîáîòàìè Vaulot
(1927), Pollaczek (1932), Palm (1938), Kosten (1948) i Tak�acs (1969).

ÒÂ. 1. ∀n ∈ N: B(n; r) = rn/n!

rn/n!+
n−1∑
k=0

(rk/k!)
= rn/(n−1)!

rn/(n−1)!+n
n−1∑
k=0

(rk/k!)
=

=
r
[
rn−1/(n−1)!/

n−1∑
k=0

(rk/k!)
]

n+r
[
rn−1/(n−1)!/

n−1∑
k=0

(rk/k!)
] =

rB(n− 1; r)

n+ rB(n− 1; r)

Ââàæàþ÷è B(0; r) = 1, çà äîïîìîãîþ öüîãî ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ
ìîæíà çíàéòè B(n; r), óíèêàþ÷è ñêëàäíîùiâ îá÷èñëåííÿ rk

k! äëÿ âåëèêèõ k.

ÒÂ. 2. ∀n ∈ N: C(n; r) =
rn/
[

(1−r/n)n!
]

n−1∑
k=0

(rk/k!)+rn/
[

(1−r/n)n!
] = n·rn/n!

(n−r)
n−1∑
k=0

(rk/k!)+n·rn/n!
=

= n·rn/n!

n
n∑
k=0

(rk/k!)−r
n−1∑
k=0

(rk/k!)
= n·rn/n!

(n−r)
n∑
k=0

(rk/k!)+r·rn/n!
=

=
n·
[
rn/n!/

n∑
k=0

(rk/k!)
]

n−r+r·
[
rn/n!/

n∑
k=0

(rk/k!)
] =

nB(n; r)

n− r + rB(n; r)

Çàóâàæèìî, ùî C(n; r) âiäíîñèòüñÿ äî ÑÌÎ M/M/n/∞.
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2.6. Ñèñòåìà M/M/∞
Òèïîâèì ïðèêëàäîì òàêî¨ ÑÌÎ (ample service) ¹ ñèñòåìà ç ¾ñàìîîáñëóãî-

âóâàííÿì¿ çàïèòiâ, êîëè ¨õ ìîæå áóòè áàãàòî, ïðèìiðîì, âåëèêèé ëiñ, êðiçü
ÿêèé ïðîõîäÿòü ëþäè. Çàéøîâ ó ëiñ � ïî÷àòîê ¾îáðîáêè¿, âèéøîâ � êiíåöü.
Àáî îêåàí òà êîðàáëi, ùî éîãî ïåðåïëèâàþòü.

0 1 2 .	.	.

λ λ λ λ 

2μ 3μ μ (n+1)μ 

n n+1

λ 

(n+2)μ 

λ 

nμ 

.	.	.

Ìîäåëþ¹ìî ÏÍÇ N(t) ç iíòåíñèâíîñòÿìè λk ≡ λ, µk = kµ. Çàãàëüíà ôîð-

ìóëà pk = p0

k∏
i=1

λi−1

µi
äà¹ pk = p0

rk

k! , äå p0 =
[ ∞∑
k=0

rk

k!

]−1
= e−r. Îòæå pk = rk

k!e
−r

� ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië ïóàññîíiâ ç ïàðàìåòðîì r = λ
µ . Íàâàíòàæåííÿ r

òóò ìîæå áóòè äîâiëüíèì, ÿê çàâãîäíî âåëèêèì (êîåôiöi¹íò âèêîðèñòàííÿ
ρ = r

n = 0). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, òàêèé ðîçïîäië â ñòàöiîíàðíîìó ðåæèìi ïðèòà-
ìàííèé áóäü-ÿêié ÑÌÎ M/G/∞ i çàëåæèòü òiëüêè âiä ñåðåäíüî¨ òðèâàëîñòi
îáðîáêè çàïèòó, à íå âiä ¨¨ ðîçïîäiëó.

Õàðàêòåðèñòèêè åôåêòèâíîñòi. ×åðãè íåìà¹, Nq ≡ 0 i Tq ≡ 0. Ñåðå-
äíÿ êiëüêiñòü çàïèòiâ ó ñèñòåìi N ¹ ÌÑ ïóàññîíîâî¨ ÂÂ ç ïàðàìåòðîì r,
N = r. Òðèâàëiñòü T ïåðåáóâàííÿ â ñèñòåìi ñïiâïàäà¹ ç òðèâàëiñòþ îáðîáêè
� ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíîþ ç ïàðàìåòðîì µ ÂÂ, çíà÷èòü, ñåðåäíÿ òðèâà-
ëiñòü ïåðåáóâàííÿ â ñèñòåìi T = Ts = 1

µ .

2.7. Ñêií÷åííîäæåðåëüíi ñèñòåìè

Ó ïîïåðåäíiõ ÑÌÎ ìè ââàæàëè äæåðåëî, ç ÿêîãî çàïèòè íàäõîäÿòü äî ñè-
ñòåìè, íåñêií÷åííèì. Íåõàé òåïåð çàãàëüíà êiëüêiñòü çàïèòiâ ó íàáîði ¾äæå-
ðåëî + ñèñòåìà¿ ðiâíà m, � âîíè ¾öèðêóëþþòü¿ ìiæ äæåðåëîì i ñèñòåìîþ,
� òà iíòåíñèâíiñòü íàäõîäæåííÿ ¨õ ç äæåðåëà çàëåæèòü âiä ñòàíó ñèñòåìè,
N(t). Ïðèïóñòèìî, ùî ÑÌÎ ìà¹ n ïðèëàäiâ, êîæíèé îáñëóãîâó¹ çàïèò ïðîòÿ-
ãîì ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíîãî ç ïàðàìåòðîì µ ÷àñó, à çàïèò ïåðåáóâà¹ ïîçà
ñèñòåìîþ ïðîòÿãîì ÷àñó, ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíîãî ç ïàðàìåòðîì λ. Çîêðå-
ìà, öå îçíà÷à¹, ùî êîëè â ñèñòåìi ïåðåáóâà¹ k çàïèòiâ, òî ó äæåðåëi ¨õ (m−k),
òîæ iíòåíñèâíiñòü ¨õ íàäõîäæåííÿ ñòàíîâèòü (m−k)λ (ÿê min âiä m−k Í/Ç
ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíèõ ç ïàðàìåòðîì λ òðèâàëîñòåé).
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0 1 2 .	.	.

mλ (m-2)λ (m-n)λ (m-1)λ 

2μ 3μ μ nμ 

n n+1

(m-n-1)λ 

nμ 

(m-n+1)λ 

nμ 

.	.	. m

λ 

nμ 

Ìîäåëëþ òàêî¨ ÑÌÎ (�nite-source) ¹ ÏÍÇ N(t) ç λk = max{0;m−k} ·λ òà
µk = min{k;n} ·µ. Öåé ÂÏ ìà¹ ñêií÷åííó ìíîæèíó ñòàíiâ, {0; ...;m}, i çãiäíî
çàãàëüíî¨ ôîðìóëè ñòàöiîíàðíîãî ðîçïîäiëó pk =

= p0


k∏
i=1

(m−i+1)λ
iµ = m!

(m−k)! ·
1
k!r

k = Ck
mr

k, k < n,

m!
n!(m−n)!r

n ·
k∏

i=n+1

(m−i+1)λ
nµ = m!

n!(m−k)! ·
rk

nk−n
= Ck

m
k!

nk−nn!
rk, n 6 k 6 m

(∗∗)

Ïîêëàäåìî ak =

{
Ck
mr

k, k < n,

Ck
m

k!
nk−nn!

rk, n 6 k 6 m,
òîäi p0 =

[ m∑
k=0

ak
]−1

; ó òàêî¨

ñèñòåìè íåìà¹ ¾çàìêíåíîãî¿, ¾ïðîñòîãî¿ âèðàçó äëÿ p0. Ç iíøîãî áîêó, êiëü-
êiñòü {ak} ñêií÷åííà, òîìó ñóìà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà îáìåæåíèé ÷àñ.

Ó âèïàäêó n = 1: pk = Ck
mr

kk!p0 = Ak
mr

kp0, äå p0 =
[ m∑
k=0

Ak
mr

k
]−1

.

Õàðàêòåðèñòèêè åôåêòèâíîñòi. Çà îçíà÷åííÿì ÌÑ ÄÂÂ, ñåðåäíÿ

êiëüêiñòü çàïèòiâ ó ñèñòåìi N =
m∑
k=1

kpk = p0

m∑
k=1

kak.

Àáè çàñòîñóâàòè ôîðìóëó Ëiòòëà, âèïðàâèìî ¨¨ âiäïîâiäíî äî ¾åôåêòèâ-
íî¨¿ iíòåíñèâíîñòi íàäõîäæåííÿ çàïèòiâ ó ñèñòåìó. Ó ñòàíi N(t) = k, çãiäíî
ñêàçàíîìó âèùå, iíòåíñèâíiñòü ïðèáóòòÿ ¹ (m − k)λ. Çàãàëüíà iíòåíñèâíiñòü
ïðèáóòòÿ ¹ ñóìîþ öèõ iíòåíñèâíîñòåé, óçÿòèõ ç âàãàìè � ÷àñòêàìè ÷àñó, êîëè
ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ ó òàêîìó-òî ñòàíi. Òîáòî

λeff =
m∑
k=0

(m− k)λpk = λ
[
m

m∑
k=0

pk −
m∑
k=1

kpk
]

= λ(m−N)

Òîäi T = 1
λeff

N = N
λ(m−N)

, Tq = T − Ts = 1
λeff

N − 1
µ , i Nq = N − reff =

N− λeff
µ = N−r(m−N). Nq îòðèìó¹òüñÿ ÿê

m∑
k=n+1

(k−n)pk = p0

m∑
k=n+1

(k−n)ak.

ÇÀÓÂ. (∗∗) ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííîäæåðåëüíî¨ ÑÌÎ ç ïîêà-
çíèêîâèì ðîçïîäiëîì òðèâàëîñòi îáðîáêè i ñåðåäíüîþ òðèâàëiñòþ ïåðåáóâàí-
íÿ çàïèòó â äæåðåëi 1

λ , ÿêèì áè íå áóâ ðîçïîäië öi¹¨ òðèâàëîñòi.
ßêùî êiëüêiñòü çàïèòiâ ðiâíà êiëüêîñòi ïðèëàäiâ, m = n, òî âèêîíó¹òüñÿ

òâåðäæåííÿ (∗), îòðèìàíå ðàíiøå ùîäî M/G/n/n, çà óìîâè ïîêàçíèêîâîãî
ðîçïîäiëó òðèâàëîñòi ïåðåáóâàííÿ çàïèòó â äæåðåëi.
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2.8. Ñèñòåìè ç íåòåðïiííÿì

ÿêi ùå íàçèâàþòü ¾ñèñòåìàìè ç íåòåðïëÿ÷èìè çàïèòàìè¿, òîáòî çàïèòè ìî-
æóòü çàëèøàòè ñèñòåìó, íå äî÷åêàâøèñü îáðîáêè. Çàãàëîì, öå âiäáóâà¹òüñÿ,
êîëè ÷àñ çàòðèìêè çàïèòó â ÷åðçi íàäòî âåëèêèé. ßêùî ó ÑÌÎ çíà÷íà êiëü-
êiñòü çàïèòiâ âòðà÷à¹òüñÿ ñàìå ÷åðåç íåòåðïiííÿ, i âïëèâàòè íà ìiðó öüîãî
íåòåðïiííÿ íåìîæëèâî, òðåáà çìiíþâàòè ïàðàìåòðè ñèñòåìè.

Ìîæíà âèäiëèòè 3 âèäè íåòåðïiííÿ:
• âiäìîâà âñòàâàòè ó ÷åðãó (balking) âiäðàçó ïiñëÿ ïðèáóòòÿ äî ñèñòåìè,
• âiäìîâà ïðîäîâæóâàòè ÷åêàííÿ ó ÷åðçi (reneging) âíàñëiäîê äîñòàòíüî

äîâãî¨ çàòðèìêè òàì,
• ïåðåõiä äî iíøî¨ ÷åðãè (jockeying), êîëè ÷åðã äåêiëüêà.
Ðîçãëÿíåìî ïåðøi äâà äëÿ ñèñòåìè M/M/1 i äèñöèïëiíè FCFS.

M/M/1 balking. Îäíó òàêó ìîäåëü ìè âæå ðîçãëÿíóëè: M/M/n/m, ç
îáìåæåíîþ ¹ìíiñòþ. Àëå âiäíîñíî áàãàòüîõ ðåàëüíèõ ÑÌÎ âîíà ñïðîùåíà;
ÿêùîm íå îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíå, ïîâåäiíêà çàïèòiâ íàâðÿä ÷è áóäå íàñòiëüêè
äåòåðìiíîâàíîþ: ¾âæå ¹ ìåíøå m çàïèòiâ � ÷åêàòè, áiëüøå � ïiòè¿.

Iíøèé ïiäõiä: çìiíèòè òåìï íàäõîäæåííÿ çàïèòiâ, çðîáèâøè éîãî çàëå-
æíèì âiä êiëüêîñòi çàïèòiâ ó ñèñòåìi, ñïàäàþ÷èì ïðè çðîñòàííi öi¹¨ êiëüêîñòi.
Òîáòî ìè ðîçãëÿäà¹ìî ¾îêîëèöþ¿ ÑÌÎ, ÿêó çàïèòè ïðîõîäÿòü i âèðiøóþòü,
÷è éòè äàëi ó ñèñòåìó (i, ìîæëèâî, ÷åêàòè), ÷è íå éòè (öi âòðà÷àþòüñÿ). Òåìï
íàäõîäæåííÿ äî ¾îêîëèöi¿ ââàæà¹ìî ñòàëèì, λ, àëå çìiííîþ ¹ ÷àñòêà çàïè-
òiâ, ùî âèðiøóþòü éòè ó ñèñòåìó, i âîíà çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi çàïèòiâ, ÿêi
âæå ¹ âñåðåäèíi. Òîäi òåìï ïðèáóòòÿ çàïèòiâ äî ñèñòåìè � ç îêîëèöi � òåæ
çàëåæèòü âiä öi¹¨ êiëüêîñòi k, âií ¹ λk.

Íåõàé {bk}∞k=0, 0 6 bk+1 6 bk 6 1, b0 = 1 � íåçðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü, i
λk = λbk. Ó ÏÍÇ, ùî ìîäåëþ¹ M/M/1 ç iíòåíñèâíîñòÿìè íàðîäæåííÿ λk,

pk = p0

k∏
i=1

λi−1

µi
= p0

(
λ
µ

)k k∏
i=1

bi−1 = p0ρ
k

k∏
i=1

bi−1, äå p0 =
(

1 +
∞∑
k=1

ρk
k∏
i=1

bi−1

)−1

Ó ÿêîñòi {bk} ïðèðîäíüî âçÿòè ïîñëiäîâíiñòü òèïó 1
1+k ,

1
1+kα , e

−αk, ... � âîíà
ìà¹ âiäïîâiäàòè ïîâåäiíöi çàïèòiâ. Çàïèò/êëi¹íò ïðè ¾ïiäõîäi¿ äî ÑÌÎ ìîæå
îöiíþâàòè íå äîâæèíó ÷åðãè, à òðèâàëiñòü çàòðèìêè; ìîæå âñòàòè ó äîâãó
÷åðãó, ÿêùî âîíà ðóõà¹òüñÿ øâèäêî, i âiäìîâèòèñü âñòàâàòè ó êîðîòêó, ÿêùî
îáñëóãîâóâàííÿ ïîâiëüíå. Çà òåìïó îáðîáêè µ ñåðåäíÿ òðèâàëiñòü ¨¨ T s = 1

µ ,
òàê ùî çíàþ÷è µ i ñïîñòåðiãàþ÷è â ñèñòåìi k − 1 êëi¹íòiâ, ÷åðãîâèé êëi¹íò
îöiíþ¹ òðèâàëiñòü ñâîãî ÷åêàííÿ ÿê k

µ (âêëþ÷íî ç îáñëóãîâóâàííÿì).

Ìîæíà ââàæàòè bk = e−α
k
µ (äå α > 0 � ¾óâiðâàíþâàíiñòü òåðïöÿ¿).

Ñèñòåìó M/M/1/m ïðè òàêîìó ïiäõîäi çàäà¹ íàáið bk =

{
1, 0 6 k < m,

0, k > m.
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M/M/1 reneging + balking. Îêðiì âiäìîâè âñòàâàòè ó ÷åðãó, çàïèò ìî-
æå ïiòè ç íå¨ i ç ñèñòåìè çàãàëîì, òîáòî âòðàòèòèñü, ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò, iç òèì
âèùîþ éìîâiðíiñòþ, ÷èì áiëüøå îöiíþâàíà òðèâàëiñòü ïîäàëüøîãî ÷åêàííÿ.
Ââàæàòèìåìî, ùî òàêà ¾íåòåðïëÿ÷iñòü¿ âïëèâà¹ íà òåìï âèáóòòÿ çàïèòiâ ç
ñèñòåìè: µk = µ+ r(k), äå ¾ôóíêöiÿ çàëèøàííÿ¿ (reneging function)
r(k) = lim

∆t→0

1
∆tPr{çàïèò éäå ç ÷åðãè ïðîòÿãîì ÷àñó ∆t / â ñèñòåìi k çàïèòiâ}

ïðè÷îìó r(0) = r(1) = 0. Òîäi pk = p0

k∏
i=1

λi−1

µi
= p0λ

k
k∏
i=1

bi−1

µ+r(i) äëÿ k > 1, i

p0 =
(

1 +
∞∑
k=1

λk
k∏
i=1

bi−1

µ+r(i)

)−1

.

Ó ÿêîñòi r(k) ìîæíà âçÿòè àíàëîãi÷íó balking-âèïàäêó eβ
k
µ ç β > 0.

2.9. Ïåðåõiäíà ïîâåäiíêà

Ðîçãëÿíåìî, ÿê çìiíþ¹òüñÿ ïîâåäiíêà ÑÌÎ ó ÷àñi: âèçíà÷èìî {pk(t)}k,
éìîâiðíîñòi òîãî, ùî ó ìîìåíò t > 0 â ñèñòåìi ïåðåáóâà¹ k çàïèòiâ. Îáìåæè-
ìîñü 3-ìà âèïàäêàìè, áî çà íàéìåíøèõ ïîñëàáëåíü óìîâ ïóàññîíîâîñòi òà çìií
ïàðàìåòðiâ àíàëiòè÷íå âiäøóêàííÿ öèõ éìîâiðíîñòåé ðiçêî óñêëàäíþ¹òüñÿ.

Ïåðåõiäíà ïîâåäiíêà M/M/1/1. Î÷åâèäíî, pk(t) ≡ 0 äëÿ k > 2; ëè-
øà¹òüñÿ çíàéòè p0(t) i p1(t). Ñêîðèñòà¹ìîñü íàñëiäêîì ç ïðÿìîãî ðiâíÿííÿ
Êîëìîãîðîâà äëÿ îäíîðiäíîãî ïðîöåñó: p′(t) = p(t)Q, äå p(t) = ‖pk(t)‖k, à Q
� IÃ. Ðàíiøå âñòàíîâèëè, ùî äëÿ ÏÍÇ öÿ ñèñòåìà ÄÐ âèãëÿäà¹ òàê:{

d
dtp0(t) = −λ0p0(t) + µ1p1(t),
d
dtpk(t) = −(λk + µk)pk(t) + λk−1pk−1(t) + µk+1pk+1(t), k > 1

Ó ÏÍÇ N(t), ìîäåëi M/M/1/1: λ0 = λ, λk = 0 ïðè k > 1, µ1 = µ,{
p′0(t) = −λp0(t) + µp1(t),

p′1(t) = −µp1(t) + λp0(t).
(∗)

∀t > 0: p0(t) + p1(t) = 1 ⇔ p0(t) = 1− p1(t). Ïiäñòàâèìî öå ó 2-å ðiâíÿííÿ
i ïåðåïèøåìî éîãî: p′1(t) + (λ+ µ)p1(t) = λ (∗∗)
� ëiíiéíå íåîäíîðiäíå ÄÐ I ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çàãàëüíèì
ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ¹ Ce−(λ+µ)t, à îäíèì ç ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíî-
ðiäíîãî ¹ ñòàëà λ

λ+µ . Çíà÷èòü, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (∗∗) ìà¹ âèãëÿä
p1(t) = Ce−(λ+µ)t + λ

λ+µ

Ïðè t = 0: p1(0) = C + λ
λ+µ , çâiäêè C = p1(0)− λ

λ+µ . Òàêèì ÷èíîì,{
p0(t) = µ

λ+µ(1− e−(λ+µ)t) + p0(0)e−(λ+µ)t,

p1(t) = λ
λ+µ(1− e−(λ+µ)t) + p1(0)e−(λ+µ)t.
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Çà óìîâè N(0) = 0 áóäå p0(0) = 1, p1(0) = 0.
Àáè âèçíà÷èòè ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië, ïîêëàäåìî â (∗) ïîõiäíi ðiâíèìè 0

i çàìiíèìî pi(t) íà pi: λp0 = µp1 ⇔ p1 = ρp0; äîäàâøè p0 + p1 = 1, îòðèìà¹ìî
p0(1 + ρ) = 1 ⇔ p0 = 1

1+ρ , p1 = ρ
1+ρ . Ãðàíè÷íèé ðîçïîäië p̃i = lim

t→∞
pi(t):

e−(λ+µ)t −−−→
t→∞

0, òîìó p̃0 = µ
λ+µ = 1

1+ρ i p̃1 = ρ
1+ρ � ñïiâïàäà¹ çi ñòàöiîíàðíèì.

Ïåðåõiäíà ïîâåäiíêà M/M/∞. Ââàæàòèìåìî N(0) = 0 � ñïî÷àòêó â
ñèñòåìi íåìà¹ çàïèòiâ. Iíòåíñèâíîñòi λk ≡ λ, µk = kµ, òîæ ñèñòåìà ÄÐ òàêà:{

p′0(t) = −λp0(t) + µp1(t),

p′k(t) = −(λ+ kµ)pk(t) + λpk−1(t) + (k + 1)µpk+1(t), k > 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ÄÐ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òà òâiðíi ôóíêöi¨, ìîæíà
ïîêàçàòè (íàïðèêëàä, Gross & Harris (1985)), ùî ìà¹ ìiñöå

ÒÅÎÐ. Òâiðíà ôóíêöiÿ äëÿ {pk(t)}∞k=0, P (z; t) =
∞∑
k=0

pk(t)z
k =

= exp
{

(z − 1)(1− e−µt)λµ
}

= exp
{
−r(1− e−µt)

}
· exp

{
zr(1− e−µt)

}
Ðîçêëàäåìî ó ðÿä: pk(t) = 1

k!

[
r(1− e−µt)

]k
exp
{
−r(1− e−µt)

}
, äå r = λ

µ .

Ãðàíè÷íèé ðîçïîäië ïðè t → ∞, p̃k = rk

k!e
−r (i òàêèé æå ñòàöiîíàðíèé) �

ðîçïîäië Ïóàññîíà, îòðèìàíèé ðàíiøå äëÿ öi¹¨ ÑÌÎ.

Ïåðåõiäíà ïîâåäiíêà M/M/1. Àíàëiòè÷íå âiäøóêàííÿ {pk(t)} äîñèòü
ñêëàäíå. Ïåðøèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i (ïðèáëèçíî ÷åðåç ïiâñòîëiòòÿ ïiñëÿ
ðîáîòè Åðëàíãà, äå âïåðøå ðîçãëÿíóòî M/M/1) îïóáëiêóâàëè Ledermann &
Reuter (1954), çàñòîñóâàâøè ñïåêòðàëüíèé àíàëiç ÏÍÇ çàãàëüíîãî âèäó. Iíøi
ñïîñîáè çàïðîïîíóâàëè Bailey (1954) i òðîõè çãîäîì � Champernowne (1956).

ÒÅÎÐ. Íåõàé N(0) = s i Ik(y) =
∞∑
j=0

(y/2)k+2j

j!(k+j)! � ðiçíîâèä ôóíêöi¨ Áåññåëÿ

I ðîäó. Òîäi pk(t) = e−(λ+µ)t×
×
[
ρ
k−s
2 Ik−s(2t

√
λµ) + ρ

k−s−1
2 Ik+s+1(2t

√
λµ) + (1− ρ)ρk

∞∑
j=k+s+2

ρ−
j
2Ij(2t

√
λµ)
]

Abatt & Whitt (1989) âiäìiòèëè, ùî áåçïîñåðåäíüî êîðèñòóâàòèñü öi¹þ
ôîðìóëîþ íåçðó÷íî ÷åðåç îá÷èñëåííÿ ñóìè ðÿäó ç âèäîçìiíåíèõ ôóíêöié
Áåññåëÿ, i ðîçãëÿíóëè êiëüêà ñïîñîáiâ åôåêòèâíiøîãî îá÷èñëåííÿ pk(t).

Iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöié Áåññåëÿ âèïëèâà¹, ùî pk(t) −−−→
t→∞

pk = (1 − ρ)ρk

ïðè ρ = λ
µ < 1; êîëè ρ > 1, ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó íå iñíó¹ � pk(t) −−−→

t→∞
0.
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Ñèìóëÿòîð M/M/n íà Python

import random

def multvecbynum(vec, num):
for i in range(len(vec)):

vec[i] *= num
return vec

class Runstat:
def __init__(self, queue_len, busytimes, mean_queue_len,¶

mean_queue_wait):
self.queue_len = queue_len
self.busytimes = busytimes
self.mean_queue_len = mean_queue_len
self.mean_queue_wait = mean_queue_wait

class Systemul:
def reset(self, servernum = -1, arrival_rate = -1,¶

service_rate = -1):
self.eventlist = []
self.queuelist = []
self.totalwaittime = 0
self.totalwaitnum = 0
self.totalqueuelen = 0
self.totalqueuenum = 0
if arrival_rate != -1:

self.arrival_rate = arrival_rate
if service_rate != -1:

self.service_rate = service_rate
if servernum == -1:

servernum = len(self.serverstate)
self.serverstate = []
self.serverbusytime = []
for i in range(servernum):

self.serverstate.append(0)
self.serverbusytime.append(0)

def __init__(self, servernum = 1, arrival_rate = 1.0,¶
service_rate = 1.0):

self.reset(servernum, arrival_rate, service_rate)

def r_arrival_dur(self):
return random.expovariate(self.arrival_rate)

def r_service_dur(self):
� � return random.expovariate(self.service_rate)
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� def select_free_server(self):
for i in range(len(self.serverstate)):

if self.serverstate[i] == 0:
return i

return -1

def queue_size(self):
return len(self.queuelist)

def queue_put(self, req):
self.queuelist.append(req)

def queue_take(self):
return self.queuelist.pop(0)

def update_totalwait(self, waitdur):
self.totalwaittime += waitdur
self.totalwaitnum += 1

def update_totalqueue(self, length):
self.totalqueuelen += length
self.totalqueuenum += 1

def add_event(self, etime, etype, edata):
event = [etime, etype, edata]
enum = len(self.eventlist)
if (enum == 0) or (etime >= self.eventlist[enum - 1][0]):

self.eventlist.append(event)
elif etime < self.eventlist[0][0]:

self.eventlist.insert(0, event)
else:

s = 0
e = enum - 1
while (e - s) > 1:

m = (s + e) // 2
if etime >= self.eventlist[m][0]:

s = m
else:

e = m
self.eventlist.insert(e, event)

def take_first_event(self):
return self.eventlist.pop(0)

def load_server(self, ctime, s):
self.serverstate[s] = 1
dur = self.r_service_dur()
self.serverbusytime[s] += dur

� � self.add_event(ctime + dur, "server.released", [s])
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� def dispatch_next_event(self):
event = self.take_first_event()
etime, etype, edata = (event[0], event[1], event[2])
if etype == "request.arrived":

self.add_event(etime + self.r_arrival_dur(),¶
"request.arrived", [])

self.update_totalqueue(self.queue_size())
if self.queue_size() > 0:

self.queue_put([etime])
else:

s = self.select_free_server()
if s == -1:

self.queue_put([etime])
else:

self.load_server(etime, s)
self.update_totalwait(0)

elif etype == "server.released":
s = edata[0]
self.serverstate[s] = 0

if self.queue_size() > 0:
ptime = self.queue_take()[0]
self.update_totalwait(etime - ptime)
self.load_server(etime, s)

return etime

def run(self, duration):
self.reset()
self.add_event(0, "request.arrived", [])
stime = 0
while stime <= duration:

stime = self.dispatch_next_event()
return Runstat(self.queue_size(),

multvecbynum(self.serverbusytime, 1.0 / duration),
self.totalqueuelen / self.totalqueuenum,
self.totalwaittime / self.totalwaitnum)

def main():
random.seed()
systemul = Systemul(servernum = 5, arrival_rate = 0.9,¶

service_rate = 0.2)
rstat = systemul.run(1000)
print("Final queue length: " + str(rstat.queue_len))
print("Relative server busy times: " + str(rstat.busytimes))
print("Mean queue length: " + str(rstat.mean_queue_len))
print("Mean queue waiting time: " + str(rstat.mean_queue_wait))

main()
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Ñèìóëÿòîð M/M/n íà R

eventlist <- NULL;
queuelist <- NULL;

serverstate <- rep(0, 5);
serverbusytime <- NULL;

totalqueuelen <- NULL;
totalqueuenum <- NULL;
totalwaittime <- NULL;
totalwaitnum <- NULL;

r.arrival.dur <- function() {
return (rexp(1, rate=0.9));

}
r.service.dur <- function() {
return (rexp(1, rate=0.2));

}

select.free.server <- function() {
snum <- length(serverstate);
for (i in 1:snum) {
if (serverstate[i] == 0) {
return (i);

}
}
return (-1);

}

queue.size <- function() {
return (length(queuelist));

}

queue.put <- function(curtime) {
len <- length(queuelist);
queuelist[[len + 1]] <<- list(curtime);

}

queue.get <- function() {
len <- length(queuelist);
ptime <- queuelist[[1]][[1]];
if (len == 1) {
queuelist <<- list();

} else {
queuelist <<- queuelist[2:len];

}
return (ptime);

}
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update.totalwait <- function(waitdur) {
totalwaitnum <<- totalwaitnum + 1;
totalwaittime <<- totalwaittime + waitdur;

}

update.totalqueue <- function(qlen) {
totalqueuenum <<- totalqueuenum + 1;
totalqueuelen <<- totalqueuelen + qlen;

}

add.event <- function(etime, etype, edata) {
event <- list(etime, etype, edata);
enum <- length(eventlist);

new.eventlist <- list();

if (enum == 0) {
new.eventlist[[1]] <- event;

} else if (etime < eventlist[[1]][[1]]) {
new.eventlist[[1]] <- event;
new.eventlist[2:(enum + 1)] <- eventlist;

} else if (etime >= eventlist[[enum]][[1]]) {
new.eventlist <- eventlist;
new.eventlist[[enum + 1]] <- event;

} else {
S <- 1; E <- enum;
while ((E - S) > 1) {
M <- (E + S) %/% 2;
if (etime >= eventlist[[M]][[1]]) {
S <- M;

} else {
E <- M;

}
}

new.eventlist[1:(E-1)] <- eventlist[1:(E-1)];
new.eventlist[[E]] <- event;
new.eventlist[(E + 1):(enum + 1)] <- eventlist[E:enum];

}

eventlist <<- new.eventlist;
}
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take.first.event <- function() {
event <- eventlist[[1]]; enum <- length(eventlist);
if (enum == 1) {
eventlist <<- list();

} else {
eventlist <<- eventlist[2:enum];

}
return (event);

}

load.server <- function(curtime, s) {
serverstate[s] <<- 1;
dur <- r.service.dur();
serverbusytime[s] <<- serverbusytime[s] + dur;
add.event(curtime + dur, "server.released", list(s));

}

dispatch.next.event <- function() {
event <- take.first.event();
etime <- event[[1]];
etype <- event[[2]];
edata <- event[[3]];

if (etype == "request.arrived") {
add.event(etime + r.arrival.dur(), "request.arrived", list());
update.totalqueue(queue.size())

if (queue.size() > 0) {
queue.put(etime);

} else {
s <- select.free.server();
if (s == -1) {
queue.put(etime);

} else {
load.server(etime, s);
update.totalwait(0);

}
}

} else if (etype == "server.released") {
s <- edata[[1]];
serverstate[s] <<- 0;
if (queue.size() > 0) {
ptime <- queue.get()
update.totalwait(etime - ptime);
load.server(etime, s);

}
}
return (etime);

}

41



queuemu.run <- function(duration) {
eventlist <<- list();
add.event(0, "request.arrived", list());

queuelist <<- list();

serverstate <<- rep(0, length(serverstate));
serverbusytime <<- rep(0, length(serverstate));

totalqueuelen <<- 0;
totalqueuenum <<- 0;

totalwaittime <<- 0;
totalwaitnum <<- 0;

stime <- 0;
while (stime < duration) {
stime <- dispatch.next.event();

}

return (list("Final queue length" = queue.size(),
"Relative server busy times" = serverbusytime / duration,
"Mean queue length" = totalqueuelen / totalqueuenum,
"Mean waiting time" = totalwaittime / totalwaitnum));

}

>queuemu.run(1000)
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