
МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 
 

Дніпровський національний університет імені Олеся Гончара 
 

Механіко-математичний факультет 
 

Кафедра статистики й теорії ймовірностей 
 

 

100 років 
Дніпровському національному університету імені Олеся Гончара 

(1918–2018) 
 

 

Гончаров С. В. 

 

КОНСПЕКТ ЛЕКЦІЙ 

ІЗ ТЕОРІЇ ЙМОВІРНОСТЕЙ 

ДЛЯ СТУДЕНТІВ  

ФІЗИЧНИХ СПЕЦІАЛЬНОСТЕЙ 

 

 

 

 

 

 

 

Дніпро  
Видавець Біла К. О. 

2018 
 



УДК 519.2 
Г 65 

 
 
 

Рекомендовано до друку 
Вченою радою механіко-математичного факультету 

Дніпровського національного університету імені Олеся Гончара 
(протокол № 8 від 27.03.2018) 

 
 

  
 

 
 
 

Рецензенти: 
 
Послайко Н. І., канд. фіз.-мат. наук, доцент кафедри прикладної математики Дніпро-
петровського національного університету залізничного транспорту імені академіка 
В. Лазаряна; 
 
Руденко О. О., канд. фіз.-мат. наук, доцент кафедри математичного аналізу і теорії 
функцій Дніпровського національного університету імені Олеся Гончара. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Г 65 
 

Гончаров С. В.  
Конспект лекцій із теорії ймовірностей для студентів фізичних 

спеціальностей / С. В. Гончаров. – Дніпро : Видавець Біла К. О., 
2018. – 40 с. 

 
Посібник містить лекції з курсу теорії ймовірностей. Лекції охоплюють 

наступні теми: елементи комбінаторики, стохастичний експеримент та його 
математична модель, класична модель, умовна ймовірність, дискретна випадкова 
величина, математичне сподівання та дисперсія, схема незалежних випробувань, 
одновимірні дискретні розподіли. 

Для студентів факультету фізики, електроніки та комп’ютерних систем ДНУ 
напрямів підготовки «Фізика», «Прикладна фізика». 

УДК 519.2

© Гончаров С. В., 2018 



Çìiñò

Âñòóï 4

1. Åëåìåíòè êîìáiíàòîðèêè 5

2. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò i éîãî ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü 11
2.1. Àëãåáðà ïîäié. Åëåìåíòàðíi ïîäi¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2. Éìîâiðíiñòü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3. Âëàñòèâîñòi éìîâiðíîñòi 16

4. Äèñêðåòíèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið 17
4.1. Êëàñè÷íà ìîäåëü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

5. Óìîâíà éìîâiðíiñòü 18

6. Íåçàëåæíi ïîäi¨ 20

7. Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà 22
7.1. Ðîçïîäië äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè . . . . . . . . . . . . . 23
7.2. Ôîðìè çàïèñó ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè . . . . . . . . . . 23
7.3. Ðîçïîäië ôóíêöi¨ âiä âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè . . . . . . . . . . . . . 24
7.4. Íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
7.5. Ñïiëüíèé ðîçïîäië íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí . . . . . . . 26

8. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ (äèñêðåòíèé âèïàäîê) 27
8.1. Âëàñòèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ . . . . . . . . . . . . . . 27
8.2. Äèñïåðñiÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

9. Ñõåìà íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü 32
9.1. Âèïðîáóâàííÿ Áåðíóëëi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
9.2. Áiíîìíèé ðîçïîäië . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
9.3. Ãðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ áiíîìíîãî ðîçïîäiëó . . . . . . . . . . . . 33

10.Äèñêðåòíi ðîçïîäiëè íà R1 35

Ïîçíà÷åííÿ 39

Ñïèñîê ðåêîìåíäîâàíî¨ ëiòåðàòóðè 39



Âñòóï

¾Ïðè ïiäêèäàííi ñèìåòðè÷íî¨ ìîíåòè éìîâiðíiñòü âèïàäàííÿ ãåðáà � 1
2¿.

Óñi ìè ìà¹ìî âëàñíå, iíòó¨òèâíå ðîçóìiííÿ öèõ ñëiâ:
� êîëè ïiäêèíóòè ìîíåòó 100 ðàçiâ, òî äåñü ó 50 âèïàäêàõ ç'ÿâèòüñÿ ãåðá;
� ðåøiòêà âèïàäà¹ ç òîþ ñàìîþ iìîâiðíiñòþ;
� ïåðåä ïiäêèäàííÿì íåìîæëèâî ïåðåäáà÷èòè éîãî ðåçóëüòàò;

ìè ñïðèéìà¹ìî öi òâåðäæåííÿ ÿê ¾âiðíi¿, âîíè óçãîäæóþòüñÿ ç íàøèì äîñâi-
äîì. Ñêëàäíiøå ïèòàííÿ: ÿêùî ïiäêèíóòè 7 ñèìåòðè÷íèõ ìîíåò, ÿêà éìîâið-
íiñòü òîãî, ùî ãåðáiâ âèïàäå áiëüøå, íiæ ðåøiòîê?

Ïîçíà÷èìî ¨¨ p. Îñêiëüêè ìîíåòè ñèìåòðè÷íi, ¨õ ìîæíà ïåðåêàðáóâàòè,
ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè ãåðáè é ðåøiòêè. Òîìó éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèïàäå áiëü-
øå ðåøiòîê, íiæ ãåðáiâ, òàêà ñàìà � p. Ñêëàâøè öi éìîâiðíîñòi, ìàòèìåìî
éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âiäáóâà¹òüñÿ çàâæäè. Òîáòî 2p = 1, çâiäêè p = 1

2 .
Àëå ¾íàî÷íèé¿ äîñâiä äîñèòü îáìåæåíèé. Òðîõè çìiíèìî óìîâó çàäà÷i �

íåõàé ïiäêèäàþòü 8 ìîíåò � ùî òîäi? Òåïåð ãåðáiâ i ðåøiòîê ìîæå âèïàñòè
îäíàêîâà êiëüêiñòü, i ÿê çíàéòè éìîâiðíiñòü òàêî¨ ïîäi¨?

Òàêi ïèòàííÿ âèíèêàþòü íå òiëüêè â iãðàõ. Õî÷à ââàæà¹òüñÿ, ùî òåîðiÿ
éìîâiðíîñòåé ïî÷èíàëà ñâié ðîçâèòîê ñàìå ç àíàëiçó àçàðòíèõ iãîð � ó XVII
ñò. öèìè ïðîáëåìàìè öiêàâèëèñü Ïàñêàëü, Ôåðìà i Ãþéãåíñ, òðàêòàò ÿêîãî
¾Ïðî ðîçðàõóíîê â àçàðòíié ãði¿ îïóáëiêîâàíî 1657 ð. Ó 1713 ðîöi îïóáëiêî-
âàíî (ïîñìåðòíî) òðàêòàò ßêîáà Áåðíóëëi, ÿêèé âêëþ÷àâ ðîáîòó Ãþéãåíñà i
íàçèâàâñÿ ¾Ìèñòåöòâî ïðèïóùåííÿ¿.

Ïiñëÿ Ëàïëàñà (ÿêèé íàïèñàâ ¾Àíàëiòè÷íó òåîðiþ éìîâiðíîñòåé¿) i Ãàóññà
iíòåðåñ äî ¾òåîði¨ ïðî éìîâiðíîñòi¿ äåùî çìåíøèâñÿ. Îçíà÷åííÿ i ïîíÿòòÿ, ùî
âèêîðèñòîâóâàëè òîäi, îïèñóâàëè ëèøå âóçüêèé êëàñ ÿâèù, i îñíîâíi ïèòàííÿ
ùîäî íèõ ó âêàçàíèõ ðîáîòàõ âæå áóëè ðîçâ'ÿçàíi. Íàñòóïíèé åòàï ðîçâèòêó
� êiíåöü XIX ñò., ðåçóëüòàòè ×åáèøîâà, Ìàðêîâà, Ëÿïóíîâà.

Íà ïî÷àòêó XX ñò. ïîñòà¹ ïðîáëåìà îñíîâ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé � çàãàëü-
íèõ ñòðóêòóð, ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ, íà ÿêèõ, íà÷å íà ïiäâàëèíàõ, ìîæíà
ïîáóäóâàòè òåîðiþ, ùî çäàòíà îïèñàòè é ìîäåëþâàòè ðiçíîìàíiòíi âèïàäêîâi
ÿâèùà, çàëèøàþ÷èñü ¾ñòðîãîþ¿, ìàòåìàòè÷íî êîðåêòíîþ. Äî öüîãî ïåðiîäó
âiäíîñÿòüñÿ ðîáîòè Ìiçåñà, Áåðíøòåéíà, Õií÷èíà, Êîëìîãîðîâà. I îñü ó 1933
ð. ç'ÿâèëàñü êíèãà Êîëìîãîðîâà ¾Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé¿, äå
çàïðîïîíîâàíî àêñiîìàòèêó öi¹¨ òåîði¨, ÿêà ñòàëà çàãàëüíîïðèéíÿòîþ.

I ìè âiäòâîðþâàòèìåìî òåîðiþ éìîâiðíîñòåé ñàìå â ðàìêàõ öi¹¨ ìîäåëi.
Íàïðèêiíöi äàíîãî êóðñó âè ðîçóìiòèìåòå íîâèé àñïåêò ÿâèù, êîòði âiäáó-

âàþòüñÿ íàâêîëî, ïðè÷èíè ðiøåíü, ÿêi ëþäè ïðèéìàþòü ùîäî öèõ ÿâèù, âæå
íà íîâîìó, áiëüø ÷iòêîìó ðiâíi. Çìîæåòå âiäïîâiäàòè íà ïèòàííÿ: ïðî òi æ
ìîíåòè, êóáèêè (òiëüêè ñêëàäíiøi), ïðî áåçïåêó ïðèëàäiâ, î÷iêóâàííÿ ïîäié,
àíàëiçóâàòè ïîâåäiíêó ðiçíîìàíiòíèõ ñèñòåì.

4



1. Åëåìåíòè êîìáiíàòîðèêè

REC.Ìíîæèíè ïîçíà÷àþòü âåëèêèìè ëiòåðàìè A, B,X, Ω; ÿêùî åëåìåíò
x íàëåæèòü ìíîæèíi A, ïèøåìî x ∈ A, ÿêùî íi � x /∈ A. ßêùî âñi åëåìåíòè
ìíîæèíèA íàëåæàòü ìíîæèíiB, ãîâîðèìî, ùîA ¹ ïiäìíîæèíîþB, i ïèøåìî
A ⊆ B àáî B ⊇ A. Çà îçíà÷åííÿì, A = B, êîëè A ⊆ B i B ⊆ A. ßêùî
A ⊆ B, àëå A 6= B, ïèøåìî A ⊂ B (ó äåÿêèõ òåêñòàõ ñèìâîë ⊂ îçíà÷à¹
⊆). Îñíîâíi îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè � îá'¹äíàííÿ (A∪B), ïåðåòèí (A∩B),
ðiçíèöÿ (A\B), ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ (A4B). Êîëè A ⊆ B, äîïîâíåííÿì A (äî
B/â B), íàçèâàþòü ìíîæèíó B\A, ÿêó ïîçíà÷àþòü CBA. ßêùî iç êîíòåêñòó
çðîçóìiëî, ÿêó ìíîæèíó B ìà¹ìî íà óâàçi, ïèøåìî CA ÷è A.

ÎÇÍ. Ñêií÷åííó ìíîæèíó, ÿêà ìiñòèòü ðiâíî n åëåìåíòiâ, íàçèâàþòü n-
åëåìåíòíîþ. Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ñêií÷åííié ìíîæèíi A ïîçíà÷à¹ìî n(A).

ÎÇÍ. n-åëåìåíòíà ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ óïîðÿäêîâàíîþ, ÿêùî âñòàíîâ-
ëåíà ïåâíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ A òà ìíîæèíîþ
{1; 2; ...;n} âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiä 1 äî n.

Iíøèìè ñëîâàìè, åëåìåíòè ìíîæèíè A ïðîíóìåðîâàíi. Òàêîæ ìîæíà óÿâ-
ëÿòè, ùî öi åëåìåíòè âèêëàëè ó ðÿä. Óïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó ùå íàçèâàþòü
íàáîðîì, àáî (ñêií÷åííîþ) ïîñëiäîâíiñòþ.

2 âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè ââàæàþòüñÿ ðiçíèìè, ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ
ñêëàäîì ñâî¨õ åëåìåíòiâ àáî ¨õ ïîðÿäêîì. Îòæå, (a; b; c; d) i (a; d; c; b) � ðiçíi
âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè; (d; c; b; a) i (a; b; c; d; e; f) � òèì áiëüøå.

Ïîçíà÷åííÿ äëÿ íåâïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè � ñïèñîê ¨¨ åëåìåíòiâ, âçÿòèé
ó ôiãóðíi äóæêè, {a; b; c; d}. Äëÿ âïîðÿäêîâàíî¨ � ñïèñîê åëåìåíòiâ ó êðóãëèõ
äóæêàõ, (b; c; a; d): b íà ïåðøîìó ìiñöi, c íà äðóãîìó i ò.ä.

ÎÇÍ. Äåêàðòîâèì äîáóòêîì ìíîæèí A i B íàçèâàþòü ìíîæèíó A×B,
ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ óïîðÿäêîâàíèõ ïàð âèäó (a; b), äå a ∈ A, b ∈ B.

Íàïðèêëàä, äëÿ ìíîæèí A = {a; b; c} i B = {1; ∗}
A×B = {(a; 1); (a; ∗); (b; 1); (b; ∗); (c; 1); (c; ∗)}

Âiäìiòèìî, ùî B × A = {(1; a); (∗; a); ...; (∗; c)} 6= A×B.

ÎÇÍ. Äåêàðòîâèì äîáóòêîì ìíîæèí A1, A2, ..., An íàçèâàþòü ìíîæèíó
A1 × A2 × ...× An óñiõ íàáîðiâ âèäó (a1; a2; ...; an), äå ai ïðîáiãà¹ Ai, i = 1, n.

ÒÅÎÐ. (Ïðàâèëî ìíîæåííÿ/Îñíîâíèé ïðèíöèï êîìáiíàòîðèêè).
Íåõàé A i B � ñêií÷åííi ìíîæèíè. Òîäi n(A×B) = n(A) · n(B).
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J Ïðîíóìåðó¹ìî åëåìåíòè A: a1, a2, ..., an(A), i B = {b1; b2; ...; bn(B)}. Óñi
ïàðè (a; b) ç A × B çàïèøåìî ó âèãëÿäi òàáëèöi ç n(A) ðÿäêiâ òà n(B) ñòîâ-
ï÷èêiâ, äå â i-ìó ðÿäêó ïåðåëi÷åíi âñi ïàðè ç ïåðøèì åëåìåíòîì ai, à ó j-ìó
ñòîâï÷èêó � âñi ïàðè ç äðóãèì åëåìåíòîì bj. Î÷åâèäíî, ùî óñüîãî êëiòèíîê
â òàáëèöi (à çíà÷èòü, i ïàð (a; b)) áóäå n(A) · n(B) I

ÒÅÎÐ. Íåõàé A1, A2, ..., An � ñêií÷åííi ìíîæèíè. Òîäi
n(A1 × A2 × ...× An) = n(A1) · n(A2)× ...× n(An)

Ñôîðìóëþ¹ìî ïðàâèëî ìíîæåííÿ ó òåðìiíàõ äié. Íåõàé ïîòðiáíî âèêî-
íàòè îäíó çà îäíîþ k äié, ïðè÷îìó 1-ó ìîæíà âèêîíàòè n1 ñïîñîáàìè, 2-ó
� n2 ñïîñîáàìè, ..., k-ó � nk ñïîñîáàìè. Òîäi âèêîíàòè öi k äié ó âêàçàíîìó
ïîðÿäêó ìîæíà n1n2 × ...× nk ñïîñîáàìè.

ÏÐ. Íåõàé òðåáà ïðî¨õàòè ç ìiñòà A ÷åðåç ìiñòî B äî ìiñòà C. Ç A äî B
âåäå 5 äîðiã, à ç B äî C � 7. Ïîâíà äiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç äâîõ: ïåðøó � ïîäîðîæ
ç A äî B � ìîæíà âèêîíàòè 5-ìà ñïîñîáàìè, äðóãó � ïîäîðîæ ç B äî C �
7-ìà. Çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ/çà îñíîâíèì ïðèíöèïîì êîìáiíàòîðèêè ïîâíó
äiþ ìîæíà âèêîíàòè 5 · 7 = 35 ñïîñîáàìè.

Iç åëåìåíòiâ ñêií÷åííèõ ìíîæèí ìîæíà ñêëàäàòè iíøi ñòðóêòóðè. Äåÿêi ç
íèõ ìàþòü âàæëèâå çíà÷åííÿ, ÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ â ðiçíèõ çàäà÷àõ, i òðåáà
çíàòè ¨õíi îñîáëèâîñòi, çîêðåìà, âìiòè ¨õ ðàõóâàòè. �õ ìîæíà íàçâàòè ñòàí-
äàðòíèìè êîìáiíàòîðíèìè îá'¹êòàìè. Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà òàêèõ îá'¹êòiâ.

REC. Ôàêòîðiàëîì n íàçèâàþòü ÷èñëî n! = 1 ·2 ·3× ...×n. Òàêîæ 0! = 1.
Ôàêòîðiàëè ïåðøèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë: 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120.

ÎÇÍ. Íåõàé n ∈ N, 1 6 k 6 n. Ðîçìiùåííÿì ç n åëåìåíòiâ ïî k íàçèâà-
þòü óïîðÿäêîâàíó k-åëåìåíòíó ïiäìíîæèíó äàíî¨ n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè. 2
ðîçìiùåííÿ ç n åëåìåíòiâ ïî k ââàæàþòü ðiçíèìè, ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ
ñêëàäîì ñâî¨õ åëåìåíòiâ àáî ¨õ ïîðÿäêîì.

ÏÐ. A = {a; b; c; d}. Ïåðåëi÷èìî âñi ðîçìiùåííÿ ç 4 åëåìåíòiâ A ïî 2:
(a; b), (b; a), (a; c), (c; a), (a; d), (d; a), (b; c), (c; b), (b; d), (d; b), (c; d), (d; c).
Âñüîãî 12 íàáîðiâ. Ïðèïóñòèìî, ìè âèïèñó¹ìî ¨õ; ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî

âñi ðiçíi, àëå ÿê ïåðåêîíàòèñü, ùî íi÷îãî íå ïðîïóñòèëè? Ç öi¹¨ ïðè÷èíè, òà é
ñàìå ïî ñîái, âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî êiëüêiñòü ðîçìiùåíü ç n ïî k.

ÒÂ. Êiëüêiñòü âñiõ ðîçìiùåíü ç n ïî k,
Ak
n = n(n− 1)(n− 2)× ...× (n− (k − 1)) = n!

(n−k)!
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J Êîæíå ðîçìiùåííÿ ç n åëåìåíòiâ ìíîæèíè A ïî k � öå ñïîñiá ðîçñòà-
âèòè íà k ïðîíóìåðîâàíèõ ìiñöÿõ ïåâíi k åëåìåíòiâ ìíîæèíè A: ðîçìiùåííÿ
(a1; a2; ...; ak) îçíà÷à¹, ùî íà ïåðøîìó ìiñöi ñòî¨òü åëåìåíò a1, i ò.ä., íà k-ìó
� ak. Òîáòî iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ðîçìiùåííÿìè ç n ïî
k òà ñïîñîáàìè âèêîíàòè òàêó äiþ. Çíà÷èòü, êiëüêiñòü ðîçìiùåíü ç n ïî k äî-
ðiâíþ¹ êiëüêîñòi òàêèõ ñïîñîáiâ. Ïîðàõó¹ìî ¨¨. Öÿ äiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç k: ïåðøà
� âèáðàòè åëåìåíò A, ùî áóäå ñòîÿòè íà ïåðøîìó ìiñöi, ¨¨ ìîæíà âèêîíàòè n
ñïîñîáàìè, äðóãà � âèáðàòè åëåìåíò A iç òèõ, ùî çàëèøèëèñü ïiñëÿ âèáîðó
ïåðøîãî, ÿêèé áóäå ñòîÿòè íà äðóãîìó ìiñöi � âèêîíó¹òüñÿ n− 1 ñïîñîáàìè,
i òàê äàëi. Îñòàííþ äiþ, âèáið åëåìåíòà, ùî ñòîÿòèìå íà k-ìó ìiñöi, ìîæíà
âèêîíàòè n− (k−1) ñïîñîáîì. Òîìó çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ ïîâíó äiþ ìîæíà
âèêîíàòè n(n−1)× ...×(n−(k−1)) ñïîñîáàìè. Äîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè
öi¹¨ ðiâíîñòi íà (n− k)!, ìàòèìåìî: (n− k)! · Ak

n =
= n(n− 1)× ...× (n− (k − 1)) · (n− k)(n− k − 1)× ...× 2 · 1 = n!

çâiäêè Ak
n = n!

(n−k)! . I

Ïåðåâiðèìî öå íà ðîçãëÿíóòîìó ïðèêëàäi: n = 4, k = 2, A2
4 = 4!

2! = 24
2 = 12.

ÎÇÍ. Ïåðåñòàíîâêîþ n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè íàçèâàþòü ðîçìiùåííÿ ç n
åëåìåíòiâ öi¹¨ ìíîæèíè ïî n, òîáòî òó ñàìó ìíîæèíó, òiëüêè óïîðÿäêîâàíó.

ÒÂ. Êiëüêiñòü âñiõ ïåðåñòàíîâîê n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè, Pn = n!.

ÎÇÍ. Íåõàé n ∈ N, 1 6 k 6 n. Ñïîëóêîþ ç n åëåìåíòiâ ïî k íàçèâà-
þòü íåâïîðÿäêîâàíó k-åëåìåíòíó ïiäìíîæèíó äàíî¨ n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè.
2 ñïîëóêè ç n åëåìåíòiâ ïî k ââàæàþòü ðiçíèìè, ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ
ñêëàäîì ñâî¨õ åëåìåíòiâ (ïîðÿäîê íå ìà¹ çíà÷åííÿ).

Âiçüìåìî çíîâ A = {a; b; c; d} i çíàéäåìî âñi ñïîëóêè ç 4 ïî 2:
{a; b}, {a; c}, {a; d}, {b; c}, {b; d}, {c; d}.

6 ñïîëóê. Âiäïîâiìî íà àíàëîãi÷íå ïèòàííÿ.

ÒÂ. Êiëüêiñòü âñiõ ñïîëóê ç n ïî k, Ck
n = n!

k!(n−k)! .
J Âiçüìåìî n-åëåìåíòíó ìíîæèíó A òà ïîðàõó¹ìî êiëüêiñòü ¨¨ ïåðåñòàíî-

âîê. Âæå çíà¹ìî, ùî ¨õ Pn = n!. Ïðåäñòàâèìî öþ êiëüêiñòü ïî-iíøîìó.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ç n ìiñöü, ïðîíóìåðîâàíèõ ÷èñëàìè âiä 1 äî n. Ôîð-

ìóâàòèìåìî ïåðåñòàíîâêó, ïîñëiäîâíî âèêîíóþ÷è 3 íàñòóïíi äi¨:
1) Âèáèðà¹ìî k-åëåìåíòíó ïiäìíîæèíó ìíîæèíè A. Öå ìîæíà çðîáèòè Ck

n

ñïîñîáàìè (ïîêè íåâiäîìî, ÷îìó äîðiâíþ¹ öÿ âåëè÷èíà).
2) Ðîçñòàâëÿ¹ìî âèáðàíi k åëåìåíòiâ íà ïåðøèõ k ìiñöÿõ, òîáòî ìiñöÿõ ç

íîìåðàìè 1 � k. Òàêèì ÷èíîì, óòâîðþ¹ìî ïåðåñòàíîâêó k-åëåìåíòíî¨ ìíîæè-
íè � öå ìîæíà çðîáèòè Pk = k! ñïîñîáàìè.
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3) Ðîçñòàâëÿ¹ìî ðåøòó n−k åëåìåíòiâ íà ðåøòi n−k ìiñöü � àíàëîãi÷íî,
öþ äiþ ìîæíà âèêîíàòè Pn−k = (n− k)! ñïîñîáàìè.

Òåïåð ïåðåñòàíîâêà ïîâíiñòþ âèçíà÷åíà. Çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ êiëüêiñòü
òàêèõ ïåðåñòàíîâîê � êiëüêiñòü ñïîñîáiâ âèêîíàòè äi¨ 1-2-3 � äîðiâíþ¹ Ck

n ·
k! · (n− k)!. Ç iíøîãî áîêó, öå n!. Çâiäñè é îòðèìó¹ìî: Ck

n = n!
k!(n−k)! . I

Ïåðåâiðêà: C2
4 = 4!

2!·2! = 24
4 = 6.

ÎÇÍ. Âåëè÷èíó Ck
n (iíøå ïîçíà÷åííÿ �

(
n
k

)
) íàçèâàþòü áiíîìíèì êîåôi-

öi¹íòîì. Çà îçíà÷åííÿì, C0
n = 1. C1

n = n, C2
n = n(n−1)

2 , C3
n = n(n−1)(n−2)

6 .

ÏÐ. Áiíàðíi êîäè (ÁÊ). Ñêiëüêè iñíó¹ ÁÊ äîâæèíè n, ÿêi ìiñòÿòü ðiâíî
k îäèíèöü? Âiçüìåìî ìíîæèíó A = {1; 2; ...;n} íîìåðiâ ìiñöü, íà ÿêèõ ðîç-
ìiùåíi ñèìâîëè ÁÊ äîâæèíè n. Êîæíîìó ç êîäiâ, ùî ìiñòèòü ðiâíî k ¾1¿,
âiäïîâiäà¹ k-åëåìåíòíà ïiäìíîæèíà íîìåðiâ ìiñöü ç ¾1¿, i öÿ âiäïîâiäíiñòü
ái¹êòèâíà. Òîìó øóêàíà êiëüêiñòü êîäiâ � öå êiëüêiñòü ñïîëóê ç n ïî k, Ck

n.

ÎÇÍ. Íåõàé m ∈ N, n ∈ N. Ðîçìiùåííÿì ç ïîâòîðåííÿìè (ñëîâîì) iç
m åëåìåíòiâ ïî n íàçèâàþòü óïîðÿäêîâàíèé íàáið äîâæèíè n, êîæåí åëåìåíò
ÿêîãî (ëiòåðà) ¹ îäíèì iç åëåìåíòiâ äàíî¨ m-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè (àëôàâiòó).

Íåõàé ìíîæèíà A = {a; b; c} � àëôàâiò. Òîäi ñëîâàìè äîâæèíè 2 áóäóòü
(a; a), (a; b), (a; c), (b; a), (b; b), (b; c), (c; a), (c; b), (c; c).

Ïðèáåðåìî äóæêè òà ðîçäiëîâi çíàêè: aa, ab, ac, ba, ...
Àëå êiëüêiñòü òàêèõ ñëiâ çíàéòè íàâiòü ëåãøå, íiæ Ak

n òà C
k
n:

ÒÂ. Êiëüêiñòü âñiõ ðîçìiùåíü ç ïîâòîðåííÿìè iç m ïî n äîðiâíþ¹ mn.

ÎÇÍ. Íåõàé m ∈ N, n ∈ N, 1 6 ki 6 n, i = 1,m. Ïåðåñòàíîâêîþ ç
ïîâòîðåííÿìè (ñëîâîì)äîâæèíè n iç k1 åëåìåíòiâ a1, k2 åëåìåíòiâ a2, ...,
km åëåìåíòiâ am, äå k1 + k2 + ... + km = n, íàçèâàþòü óïîðÿäêîâàíèé íàáið
äîâæèíè n (ïîñëiäîâíiñòü äîâæèíè n), ÿêèé ìiñòèòü ðiâíî ki åëåìåíòiâ ai,
i = 1,m. 2 ïåðåñòàíîâêè ç ïîâòîðåííÿìè äîâæèíè n (...) ââàæàþòü ðiçíèìè,
ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ õî÷à á îäíèì åëåìåíòîì íà äåÿêîìó, j-ìó, ìiñöi.

Âèïèøåìî óñi ñëîâà äîâæèíè 3 iç 2 åëåìåíòiâ ¾a¿ òà 1 åëåìåíòà ¾b¿:
(a; a; b), (a; b; a), (b; a; a).

ÒÂ. Êiëüêiñòü óñiõ ïåðåñòàíîâîê ç ïîâòîðåííÿìè äîâæèíè n (...),
Cn(k1; k2; ...; km) = n!

k1!·k2!×...×km!
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J Íåõàé ìíîæèíà ëiòåð, àëôàâiò A = {a1; a2; ...; am}. Âiçüìåìî óñi k1+k2+
...+km = n ëiòåð i ïðîíóìåðó¹ìî ¨õ: 1, 2, ..., n òàê, ùîá ëiòåðè ¾a1¿ îòðèìàëè
ïåðøi k1 íîìåðiâ, ¾a2¿ � íàñòóïíi k2 íîìåðiâ, ..., ¾am¿ � îñòàííi km íîìåðiâ.
Òàêèì ÷èíîì, çðîáèëè âñi ëiòåðè ðîçðiçíåíèìè. Êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê öèõ n
ïîïàðíî ðiçíèõ ëiòåð äîðiâíþ¹ Pn = n!. Ïðåäñòàâèìî öþ êiëüêiñòü ïî-iíøîìó.
Áóäåìî ôîðìóâàòè ïåðåñòàíîâêó, âèêîíóþ÷è íàñòóïíi äi¨:

1) Ââàæàþ÷è åêçåìïëÿðè îäíi¹¨ ëiòåðè íåðîçðiçíåíèìè, óòâîðþ¹ìî iç öèõ
n ëiòåð ñëîâî äîâæèíè n; öå ìîæíà çðîáèòè Cn(k1; k2; ...; km) ñïîñîáàìè.

2) Çãàäó¹ìî, ùî çðîáèëè ¨õ ðîçðiçíåíèìè; ùîá îñòàòî÷íî ñôîðìóâàòè ïå-
ðåñòàíîâêó, òðåáà âêàçàòè ïîðÿäîê ðîçòàøóâàííÿ åêçåìïëÿðiâ êîæíî¨ ëiòåðè:

2.1) Âïîðÿäêîâó¹ìî åêçåìïëÿðè ¾a1¿ � Pk1 = k1! ñïîñîáiâ.
2.2) Âïîðÿäêîâó¹ìî åêçåìïëÿðè ëiòåðè ¾a2¿ � Pk2 = k2! ñïîñîáiâ.
...
2.m) Âïîðÿäêîâó¹ìî åêçåìïëÿðè ëiòåðè ¾am¿ � Pkm = km! ñïîñîáiâ.
Çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ, êiëüêiñòü ñïîñîáiâ âèêîíàòè ïîâíó äiþ �

Cn(k1; k2; ...; km) · k1! · k2!× ...× km!
à ç iíøîãî áîêó, öå n!, çâiäêè îòðèìó¹ìî øóêàíå òâåðäæåííÿ. I

Ó ïðèêëàäi k1 = 2, k2 = 1, n = k1 + k2 = 3, i C3(2; 1) = 3!
2!·1! = 6

2 = 3.

ÎÇÍ. Ðîçáèòòÿì n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè A íà m ìíîæèí
B1, ùî ìiñòèòü k1 åëåìåíòiâ;
B2, ùî ìiñòèòü k2 åëåìåíòiâ;
...
Bm, ùî ìiñòèòü km åëåìåíòiâ (äå k1 + k2 + ...+ km = n)

íàçèâàþòü ïðåäñòàâëåííÿ A ó âèãëÿäi A =
m⋃
i=1

Bi, äå Bi ∩Bj = ∅, i 6= j.

2 ðîçáèòòÿ, {B(1)
i }

m

i=1 òà {B(2)
i }

m

i=1, ââàæàþòü ðiçíèìè, ÿêùî ïiäìíîæèíè

õî÷à á îäíi¹¨ ïàðè ïiäìíîæèí öèõ ðîçáèòòiâ ðiçíi, òîáòî ∃j : B
(1)
j 6= B

(2)
j .

Íåõàé A = {a; b; c}. Ïåðåëi÷èìî ðîçáèòòÿ A íà 2 ìíîæèíè: B1, ùî ìiñòèòü
2 åëåìåíòè, i B2, ùî ìiñòèòü 1 åëåìåíò:

B1 = {a; b}, B2 = {c}; B1 = {a; c}, B2 = {b}; B1 = {b; c}, B2 = {a}

ÒÂ. Êiëüêiñòü âñiõ ðîçáèòòiâ n-åëåìåíòíî¨ (...) äîðiâíþ¹ Cn(k1; k2; ...; km).

ÎÇÍ. 1. Íåõàé m ∈ N, n ∈ N. Ñïîëóêîþ ç ïîâòîðåííÿìè iç m åëåìåíòiâ
ïî n íàçèâàþòü íåâïîðÿäêîâàíèé íàáið iç n åëåìåíòiâ, êîæåí ç ÿêèõ íàëåæèòü
îäíîìó ç m òèïiâ. 2 ñïîëóêè ç ïîâòîðåííÿìè iç m åëåìåíòiâ ïî n ââàæàþòü
ðiçíèìè, ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ õî÷à á îäíîãî òèïó.
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Âiçüìåìî ìíîæèíó òèïiâ A = {a; b; c} (òîáòî m = 3) i âèïèøåìî óñi ñïî-
ëóêè ç ïîâòîðåííÿìè iç m ïî n = 2:

{a; a}, {b; b}, {c; c}, {a; b}, {a; c}, {b; c}.
Îòæå, ñïîëóêó ç ïîâòîðåííÿìè îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü xi åëåìåíòiâ

êîæíîãî òèïó, ïðè öüîìó x1 + x2 + ...+ xm = n. Íà âiäìiíó âiä ïåðåñòàíîâîê
ç ïîâòîðåííÿìè, öi êiëüêîñòi ìîæíà çìiíþâàòè.

ÎÇÍ. 2. Ñïîëóêîþ ç ïîâòîðåííÿìè iç m åëåìåíòiâ ïî n íàçèâàþòü ïî-
ñëiäîâíiñòü (x1;x2; ...;xm), äå xi ∈ Z+, i = 1,m, x1 + x2 + ... + xm = n. xi �
êiëüêiñòü åëåìåíòiâ i-ãî òèïó.

ÒÂ. Êiëüêiñòü âñiõ ñïîëóê ç ïîâòîðåííÿìè iç m ïî n, fnm = Cm−1
n+m−1.

J Âèêîðèñòà¹ìî îçí. 2 � ïîðàõó¹ìî êiëüêiñòü ïîñëiäîâíîñòåé (x1;x2; ...;xm)
òàêèõ, ùî xi ∈ Z+, i = 1,m, i x1 + x2 + ...+ xm = n.

Ñêîðèñòà¹ìîñü ò.ç. ¾ìåòîäîì ïåðåãîðîäîê¿. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó áiíàðíèõ
êîäiâ, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ iç n íóëiâ, ¾êóëü¿ òà m − 1 îäèíèöü, ¾ïåðåãîðîäîê¿.
Êîæíîìó òàêîìó êîäó âiäïîâiäà¹ øóêàíà ïîñëiäîâíiñòü: x1 � êiëüêiñòü ¾0¿
ïåðåä ïåðøîþ ¾1¿, x2 � êiëüêiñòü ¾0¿ ìiæ ïåðøîþ òà äðóãîþ ¾1¿, ..., xm �
êiëüêiñòü ¾0¿ ïiñëÿ îñòàííüî¨ ¾1¿; i öÿ âiäïîâiäíiñòü � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà.
Îòæå, øóêàíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ñòiëüêè æ, ñêiëüêè òàêèõ êîäiâ � Cm−1

n+(m−1). I

Ó íàøîìó ïðèêëàäi m = 3, n = 2, òîìó f 2
3 = C3−1

3+2−1 = C2
4 = 24

2·2 = 6.

ÒÂ. Íåõàé n > m. Êiëüêiñòü ñïîëóê ç ïîâòîðåííÿìè iç m åëåìåíòiâ ïî n,
ó êîæíié ç ÿêèõ åëåìåíò êîæíîãî òèïó ç'ÿâëÿ¹òüñÿ õî÷à á 1 ðàç, f̃nm = Cm−1

n−1 .

Îñòàííi 2 òâåðäæåííÿ òàêîæ âèçíà÷àþòü êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ
x1 +x2 + ...+xm = n ó íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ òà íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ âiäïîâiäíî.
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2. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò i éîãî ìàòåìàòè-
÷íà ìîäåëü

Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé ðîçãëÿäà¹ ò.ç. ñòîõàñòè÷íi åêñïåðèìåíòè.
Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò (ÑÅ) � öå åêñïåðèìåíò, ÿêèé:
• âiäáóâà¹òüñÿ ïðè ïåâíèõ óìîâàõ S;
• ðåçóëüòàò ÿêîãî íåìîæëèâî ïåðåäáà÷èòè äî éîãî ïðîâåäåííÿ;
• ìîæå áóòè ïðîâåäåíèé (ðåàëiçîâàíèé) â ïðèíöèïi áóäü-ÿêó êiëüêiñòü

ðàçiâ íåçàëåæíèì ÷èíîì (îäíi ðåàëiçàöi¨ íå âïëèâàþòü íà iíøi).
Ïðèêëàäàìè ÑÅ ââàæà¹ìî:
• ïiäêèäàííÿ ìîíåòè òà ðå¹ñòðàöiÿ ñòîðîíè, ùî âèïàëà;
• ïiäêèäàííÿ 100 ãðàëüíèõ êóáèêiâ òà çàïèñ ñóìè î÷îê;
• òðà¹êòîðiÿ ñíiæèíêè;
Ïðèêëàäè íå ÑÅ:
• êëàäåìî ìîíåòó íà ñòië ãåðáîì äîãîðè i çàïèñó¹ìî, ÿêà ñòîðîíà îïèíè-

ëàñü çâåðõó (íåìà¹ íåïåðåäáà÷óâàíîñòi);
• ïiñëÿ êîæíîãî ïiäêèäàííÿ â ìîíåòi ïðîñâåðäëþþòü äiðêó (çìiíþþòü

óìîâè � ðîçïîäië ìàñè, åêñïåðèìåíò íå ìîæíà ïðîâåñòè áàãàòî ðàçiâ);
• ¾ÿ ïðîæèâàþ ñüîãîäíiøíié äåíü, 23.12.2012¿ (íå ìîæíà ïîâòîðèòè);
Íàøîþ íàéáëèæ÷îþ ìåòîþ ¹ ïîáóäîâà çàãàëüíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ÑÅ.
Ç êîæíèì ÑÅ àñîöiþ¹ìî ìíîæèíó ïîäié, ÿêi ìîæóòü âiäáóòèñÿ ÷è íå âiä-

áóòèñÿ ó öüîìó åêñïåðèìåíòi. Ïîäié, ÿêi ìîæíà ñïîñòåðiãàòè, i ïðî ÿêi ìîæíà
îäíîçíà÷íî ñêàçàòè ïiñëÿ ïðîâåäåííÿ åêñïåðèìåíòó:

¾òàêà-òî ïîäiÿ âiäáóëàñÿ¿ ÷è ¾òàêà-òî ïîäiÿ íå âiäáóëàñÿ¿
Ïðèêëàä: ÑÅ � ïiäêèäàííÿ 100 ãðàëüíèõ êóáèêiâ. Òîäi ¾ñóìà î÷îê ¹ ïðî-

ñòèì ÷èñëîì¿ � ïîäiÿ, âîíà àáî âiäáóëàñÿ, àáî íi.
Îäíi ïîäi¨ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç iíøi.

2.1. Àëãåáðà ïîäié. Åëåìåíòàðíi ïîäi¨

Ïîäi¨ ïîçíà÷àþòü A, B, C, ... Íàïðèêëàä: ¾Ïîäiÿ A � âèïàâ ãåðá¿; öå iì'ÿ.
Ñåðåä óñiõ ïîäié äàíîãî ÑÅ âèäiëÿþòü 2 îñîáëèâi ïîäi¨:
• ¾íåìîæëèâà¿, V àáî Λ � íå âiäáóâà¹òüñÿ ïðè æîäíié ðåàëiçàöi¨ ÑÅ;
• ¾äîñòîâiðíà¿, U � âiäáóâà¹òüñÿ ïðè êîæíié ðåàëiçàöi¨ ÑÅ.
Óñi íåìîæëèâi ïîäi¨ îòîòîæíþ¹ìî i ïîçíà÷à¹ìî V . Óñi äîñòîâiðíi � U .
• ßêùî ïîäi¨ A i B òàêi, ùî çàâæäè, êîëè âiäáóâà¹òüñÿ ïîäiÿ A, òî âiä-

áóâà¹òüñÿ i ïîäiÿ B, � ãîâîðÿòü, ùî ¾ïîäiÿ B âèïëèâà¹ ç ïîäi¨ A¿, i ïèøóòü:
A ⊆ B (àáî A ⊂ B) / B ⊇ A (àáî B ⊃ A).

Íàïðèêëàä, ó ÑÅ � ïiäêèäàííi 100 ãðàëüíèõ êóáèêiâ � ÿêùî ïîäiÿ A
¾ñóìà î÷îê äiëèòüñÿ íà 35¿ i ïîäiÿ B ¾ñóìà î÷îê äiëèòüñÿ íà 5¿, òî A ⊆ B.

11



• ßêùî A ⊆ B i B ⊆ A, òî ïîäi¨ A i B ââàæàþòü íåðîçðiçíåíèìè, A = B.
• Ïîäiþ C ¾âiäáóëàñÿ õî÷à á îäíà ç ïîäié A i B¿ íàçèâàþòü ñóìîþ ïîäié

A i B, C = A ∪B àáî C = A+B.
• Ïîäiþ C ¾âiäáóëàñÿ i ïîäiÿ A, i ïîäiÿ B¿ íàçèâàþòü äîáóòêîì ïîäié A

i B, C = A ∩B àáî C = AB.
• Ïîäi¨ A i B íàçèâàþòü íåñóìiñíèìè, ÿêùî A ∩B = V .
• Ïîäiþ ¾A íå âiäáóëàñÿ¿ íàçèâàþòü ïðîòèëåæíîþ ïîäi¨ A, A.
•Ïîäiþ C ¾ïîäiÿA âiäáóëàñÿ, à ïîäiÿB íå âiäáóëàñÿ¿ íàçèâàþòü ðiçíèöåþ

ïîäié A i B, C = A\B àáî C = A−B.
• Ïîäiþ C ¾âiäáóëàñÿ ðiâíî 1 iç ïîäié A i B¿ íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íîþ

ðiçíèöåþ ïîäié A i B, C = A4B.
Îïåðàöi¨ íàä ïîäiÿìè çîáðàæàþòü íà ïëîùèíi äiàãðàìàìè Åéëåðà-Â'¹ííà.
Êëàñ óñiõ ïîäié äàíîãî ÑÅ ïîçíà÷à¹ìî M. Áà÷èìî, ùî
1) A ∈M ⇒ A ∈M; 2) A ∈M, B ∈M ⇒ A ∪B ∈M.
Êëàñ ïîäié, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ öi 2 âëàñòèâîñòi, íàçèâàþòü àëãåáðîþ ïîäié.
ÎÇÍ. Íåõàé M � àëãåáðà ïîäié äåÿêîãî ÑÅ. Ïîäiþ E ∈ M íàçèâàþòü

åëåìåíòàðíîþ (ÅÏ), ÿêùî ∀A ∈M: E ⊆ A àáî E ∩ A = V .

Ïðè ïiäêèäàííi ãðàëüíîãî êóáèêà ÅÏ áóäå, íàïðèêëàä, E ¾âèïàëî 4 î÷êè¿,
îñêiëüêè áóäü-ÿêà ïîäiÿ öüîãî ÑÅ àáî âèïëèâà¹ ç E, àáî íåñóìiñíà ç E. Ïîäiÿ
G ¾êiëüêiñòü î÷îê äiëèòüñÿ íà 2¿ íå åëåìåíòàðíà, áî ïîäiÿ E íå âèïëèâà¹ ç
G i íå ¹ íåñóìiñíîþ ç G (G ∩ E = E).

Ñóêóïíiñòü óñiõ ÅÏ äàíîãî ÑÅ � E . Êîæíó ïîäiþ A äàíîãî ÑÅ ìîæíà
îïèñàòè, çàäàâøè ïåâíó ïiäìíîæèíó E : A = {E ∈ E | E ⊆ A}.

Òîáòî ìíîæèíó òèõ ÅÏ, ç ÿêèõ âèïëèâà¹ ïîäiÿ A. Çíà÷èòü, êîæíó ïîäiþ
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïiäìíîæèíó ñóêóïíîñòi ÅÏ.

Ïåðøà ÷àñòèíà ÌàòÌîä ÑÅ � öå ÌàòÌîä E . Ó ÿêîñòi òàêî¨ ìîäåëi ðîç-

ãëÿäà¹ìî áóäü-ÿêó ìíîæèíó Ω òàêó, ùî E K↔ Ω, òîáòî ìiæ ïîäiÿìè E ∈ E i
åëåìåíòàìè ω ∈ Ω âñòàíîâëåíî ái¹êöiþ K.

Ω íàçèâàþòü ïðîñòîðîì åëåìåíòàðíèõ ïîäié (ÏÅÏ), ω ∈ Ω � åëåìåí-
òàðíèìè ïîäiÿìè (ÅÏ). Ïðîâåäåííÿ ÑÅ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âèïàäêîâèé
âèáið åëåìåíòà ω ç ìíîæèíè Ω.

Ω ìîæíà áóäóâàòè ïî-ðiçíîìó, àëå, ÿê ïðàâèëî, åëåìåíòè Ω ìàþòü ¾ìàòå-
ìàòè÷íó¿ ïðèðîäó, i âiäîáðàæåííÿ K òåæ âèíèêà¹ ¾ïðèðîäíiì¿ ÷èíîì.

Ó ÑÅ � ïiäêèäàííi ãðàëüíîãî êóáèêà � ìîäåëëþ E ¹ ìíîæèíà Ω =
{1; 2; 3; 4; 5; 6}. Àëå ìîæíà áóëî á âçÿòè, íàïðèêëàä, Ω2 = {♥;∞;4;z;F; ∗}.
Òiëüêè ÿêùî ìè öiêàâèìîñÿ ïîäiÿìè òèïó ¾ñóìà î÷îê ïiñëÿ 10 ïiäêèäàíü ¹
ïðîñòèì ÷èñëîì¿, Ω áóäå ëåãøå âèêîðèñòîâóâàòè. Î÷êè íà êóáèêó � ÷èñëà, i
ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié âiäîáðàæà¹ öå.
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Äðóãîþ ÷àñòèíîþ ÌàòÌîä ÑÅ ¹ ÌàòÌîä àëãåáðè ïîäié M. Äëÿ áóäü-
ÿêî¨ ïîäi¨ A ∈M îòðèìàëè, ùî A = {E ∈ E | E ⊆ A}. Îñêiëüêè âñòàíîâèëè
ái¹êöiþ K ìiæ E òà Ω, òî ïîäi¨ A âiäïîâiäà¹ ìíîæèíà K(A) îáðàçiâ K(E) ∈ Ω
òèõ ÅÏ E ∈ E , ç ÿêèõ âèïëèâà¹ A:

K(A) = {K(E) ∈ Ω | E ∈ E , E ⊆ A}
Ïîçíà÷èìî ¨¨ KA. Ñóêóïíiñòü óñiõ KA äëÿ A ∈M íàçèâàòèìåìî N:

N = {KA | A ∈M}
Öå äåÿêèé êëàñ ïiäìíîæèí ìíîæèíè Ω, òîáòî N ⊆ B(Ω).

REC. Íåõàé X � äåÿêà ìíîæèíà. Áóëåàíîì ìíîæèíè X, B(X), íàçèâà-
þòü ìíîæèíó óñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A. Íàïðèêëàä, ÿêùî X = {a; b}, òî
B(X) = {∅; {a}; {b}; {a; b}}. Äëÿ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè X n(B(X)) = 2n(X).

Ái¹êöiÿ K âèçíà÷à¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ M òà N:

M 3 A K↔ K(A) ∈ N
Òîáòî ìà¹ìî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ åëåìåíòàìè M (ïîäi-

ÿìè ÑÅ) òà åëåìåíòàìè N (ìíîæèíàìè iç äåÿêîãî êëàñó ïiäìíîæèí Ω). Òîìó
¨õ ìîæíà ó ïåâíîìó ñåíñi îòîòîæíþâàòè. Òå ñàìå âiäíîñèòüñÿ i äî îïåðàöié
íàä ïîäiÿìè: ñóìi ïîäié A ∪ B âiäïîâiäà¹ îá'¹äíàííÿ ìíîæèí K(A) ∪K(B),
ïðîòèëåæíà äî A ïîäiÿ ìàòèìå îáðàç K(A) = K(A) òîùî.

(M) Îïåðàöi¨ íàä ïîäiÿìè ↔ Îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè (N)
À çíà÷èòü, êëàñ ìíîæèí N ¹ àëãåáðîþ.

ÎÇÍ. Êëàñ N 6= ∅ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X íàçèâàþòü àëãåáðîþ, ÿêùî
1) A ∈ N ⇒ A = X\A ∈ N; 2) A ∈ N, B ∈ N ⇒ A ∪B ∈ N.

Öÿ àëãåáðà N ¹ ÌàòÌîä àëãåáðè ïîäié M äàíîãî ÑÅ. Åëåìåíòè N �
ìíîæèíè ÅÏ. Çðîáèìî ùå îäèí êðîê � çàìiñòü K(A), K(B) i ò.ï. áóäåìî
ïèñàòè ïðîñòî A, B � íàçèâàòè ìíîæèíè òèìè æ iìåíàìè, ùî é âiäïîâiäíi
ïîäi¨, i íàçèâàòè ¨õ òåæ ïîäiÿìè.

Îñêiëüêè ïðîâåäåííÿ ÑÅ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê âèïàäêîâèé âèáið åëå-
ìåíòà ω ∈ Ω, òî ãîâîðÿòü, ùî ¾ïîäiÿ A âiäáóëàñÿ¿, ÿêùî ω ∈ A, i ¾ïîäiÿ A
íå âiäáóëàñÿ¿, ÿêùî ω /∈ A.

ÏÐ. Ó ÑÅ � ïiäêèäàííi ãðàëüíîãî êóáèêà � ç Ω = {1; 2; ...; 6}, àëãåáðîþN
¹ ñóêóïíiñòü óñiõ ïiäìíîæèí Ω, òîáòîB(Ω). Ïîäiÿ A ¾âèïàëà ïàðíà êiëüêiñòü
î÷îê¿ â öié ìîäåëi ìà¹ âèãëÿä A = {2; 4; 6}, ïîäiÿ B ¾êiëüêiñòü î÷îê, ùî
âèïàëà, ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì¿ � B = {2; 3; 5}. Ïîäi¹þ, ïðîòèëåæíîþ äî B, ¹
B = {1; 4; 6}, òîùî.
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2.2. Éìîâiðíiñòü

ßêùî ïîäi¨ ìàþòü ðiçíi éìîâiðíîñòi, òî öå ìà¹ ÿêîñü ïðîÿâëÿòèñü ïiä ÷àñ
ïðîâåäåííÿ ÑÅ, i íå îäíîãî, à äåêiëüêîõ: iíòó¨òèâíî, ÷èì áiëüøå éìîâiðíiñòü
ïîäi¨, òèì ÷àñòiøå âîíà âiäáóâàòèìåòüñÿ, êîëè ïîâòîðþâàòè ÑÅ áàãàòî ðàçiâ.

Íåõàé A � ïîäiÿ ÑÅ. Ïðèïóñòèìî, ùî öåé ÑÅ ïðîâîäÿòü n ðàçiâ. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç kn(A) êiëüêiñòü òèõ ÑÅ ç öi¹¨ ñåði¨, ó ÿêèõ ïîäiÿ A âiäáóëàñÿ. Òîäi
νn(A) = kn(A)

n � ÷àñòîòà ïîäi¨ A ó ïîñëiäîâíîñòi n ÑÅ. Âåëè÷èíà νn(A) ìà¹
òàêi âëàñòèâîñòi:

1) νn(A) > 0 � íåâiä'¹ìíiñòü;
2) A ∩B = V ⇒ νn(A ∪B) = νn(A) + νn(B) � àääèòèâíiñòü;
3) νn(U) = 1 � íîðìîâàíiñòü.
νn(·) � êiëüêiñíà ìiðà ÷àñòîòè ïîäi¨ ó ïîñëiäîâíîñòi n ÑÅ. Àëå νn(A) ¹

íàñëiäêîì êîíêðåòíî¨ ñåði¨ n ÑÅ i ìîæå çìiíèòèñÿ, ÿêùî ïðîâåñòè iíøi n ÑÅ
àáî çìiíèòè n. Ó ÌàòÌîä íå ïîâèííî áóòè öi¹¨ çàëåæíîñòi.

νn(A) ìà¹ âiäîìó iç äîñâiäó îñîáëèâiñòü: öÿ âåëè÷èíà êîëèâà¹òüñÿ áiëÿ
ïåâíîãî ÷èñëà, ïðè÷îìó iç çðîñòàííÿì n êîëèâàííÿ çìåíøóþòüñÿ. Ìà¹ ìiñöå
¾ñòàáiëiçàöiÿ ÷àñòîòè¿. Ïðèðîäíüî ïðèïóñòèòè, ùî iñíó¹ lim

n→∞
νn(A) = ν(A),

ÿêà ìà¹ ïîäiáíi äî (1)�(3) âëàñòèâîñòi. Àëå çñåðåäèíè ÌàòÌîä íåìîæëèâî
äîâåñòè iñíóâàííÿ ν(A), i íà ïðàêòèöi ìè çàâæäè ìà¹ìî ëèøå ñêií÷åííó êiëü-
êiñòü ÑÅ, à íå âñþ ïîñëiäîâíiñòü.

Çðîáèìî ïî-iíøîìó: ïîñòóëþ¹ìî � áóäåìî ââàæàòè âiäîìèì � ùî äëÿ
áóäü-ÿêî¨ ïîäi¨ A iñíó¹ ÷èñëî P (A), ÿêå ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1) P (A) > 0;
2) A ∩B = V ⇒ P (A ∪B) = P (A) + P (B);
3) P (U) = 1.
P (·) � éìîâiðíiñòü ïîäi¨.
Òàê ìè îçíà÷èëè éìîâiðíiñòü äëÿ ïîäié ÑÅ. Çðîáèìî öå äëÿ éîãî ÌàòÌîä.

ÎÇÍ. Êëàñ F 6= ∅ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X íàçèâàþòü σ-àëãåáðîþ, ÿêùî:

1) ∀A ∈ F: A = X\A ∈ F; 2) ∀{Ai}i∈N, Ai ∈ F:
∞⋃
i=1

Ai ∈ F.

ÎÇÍ. Ôóíêöiþ ìíîæèíè W : N → [−∞; +∞] íàçèâàþòü çëi÷åííîàääè-
òèâíîþ àáî σ-àääèòèâíîþ, ÿêùî
• âîíà ïðèéìà¹ íåñêií÷åííi çíà÷åííÿ ëèøå îäíîãî çíàêó;
• äëÿ áóäü-ÿêîãî çëi÷åííîãî íàáîðó ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ ìíîæèí Ai ∈

N, i ∈ N (Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j), òàêèõ, ùî
∞⋃
i=1

Ai ∈ N:

W (
∞⋃
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

W (Ai)
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ÎÇÍ. Íåõàé Ω � ÏÅÏ, F ⊆ B(Ω) � σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí Ω. Éìîâiðíi-
ñòþ P (·), çàäàíîþ íà σ-àëãåáði N, íàçèâàþòü íåâiä'¹ìíó, çëi÷åííîàääèòèâíó,
íîðìîâàíó ôóíêöiþ ìíîæèíè P : F→ R+:

1) ∀A ∈ F: P (A) > 0;
2) ∀{Ai}i∈N, Ai ∈ F, Ai ∩ Aj = ∅ äëÿ i 6= j:

P (
∞⋃
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

P (Ai);

3) P (Ω) = 1.
Éìîâiðíiñòü P ¹ ÌàòÌîä ÷àñòîòè. Êîæíié ïîäi¨ A äàíîãî ÑÅ ñòàâèìî ó

âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî P (A), ÿêå ââàæà¹ìî ¾ñïðàâæíüîþ¿ ìiðîþ êiëüêîñòi ïîÿâè
ïîäi¨ A ó ñåði¨ ÑÅ.

ÎÇÍ. Íàáið {Ω;F;P}, äå Ω 6= ∅ � áóäü-ÿêà ìíîæèíà, F � äåÿêà σ-
àëãåáðà ïiäìíîæèí Ω, P � éìîâiðíiñòü, çàäàíà íà F, íàçèâàþòü éìîâiðíiñíèì
ïðîñòîðîì (ÉÏ). {Ω;F;P} � ÌàòÌîä ÑÅ.

Ðàçîì iç öèì êîæíèé ÉÏ {Ω;F;P} iñíó¹ ¾ñàì ïî ñîái¿, íå ïîòðåáóþ÷è
æîäíîãî ¾ðåàëüíîãî¿ ÑÅ, ÿêèé âií áè âiäîáðàæàâ. ÉÏ � ìàòåìàòè÷íèé îá'-
¹êò, òîìó éîãî iñíóâàííÿ (÷è íåiñíóâàííÿ) ìà¹ iíøó ïðèðîäó. Îäíàê, ÿêùî ìè
õî÷åìî, ùîá ÉÏ áóâ ìîäåëëþ êîíêðåòíîãî ÑÅ, òî ìà¹ìî ïðàâî âèìàãàòè âiä
íüîãî õàðàêòåðíèõ âëàñòèâîñòåé ïðîòîòèïó. Íàïðèêëàä, äëÿ ÉÏ, ùî ìîäåëþ¹
ïiäêèäàííÿ ñèìåòðè÷íî¨ ìîíåòè, ìíîæèíè-ïîäi¨ A ¾âèïàâ ãåðá¿ i B ¾âèïàëà
ðåøiòêà¿ íàïåâíî ìàòèìóòü îäíàêîâó éìîâiðíiñòü, P (A) = P (B) = p. ×è
ìîæíà äàëi ñòâåðäæóâàòè, ùî p = 1

2? Öå çàëåæèòü âiä ÑÅ; àäæå áiëüø òî-
÷íà ìîäåëü òàêîãî ÑÅ ïîâèííà âðàõîâóâàòè òðåòþ ìîæëèâiñòü � ïîäiþ C
¾ìîíåòà âñòàëà íà ðåáðî¿.

Òåðìiíîëîãiÿ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé Òåðìiíîëîãiÿ òåîði¨ ìíîæèí
Äîñòîâiðíà ïîäiÿ U Ìíîæèíà Ω
Åëåìåíòàðíà ïîäiÿ E Åëåìåíò ω ∈ Ω
Íåìîæëèâà ïîäiÿ V ∅
Ïîäiÿ A, ïîäiÿ B Ω ⊇ A ∈ F, Ω ⊇ B ∈ F
Ç ïîäi¨ A âèïëèâà¹ ïîäiÿ B A ⊆ B
Ïîäiÿ C � ñóìà ïîäié A i B C = A ∪B
Ïîäiÿ C � äîáóòîê ïîäié A i B C = A ∩B
Ïîäi¨ A i B íåñóìiñíi A ∩B = ∅
Ïîäiÿ C � ïðîòèëåæíà ïîäi¨ A C = A = Ω\A
Ïîäiÿ C � ðiçíèöÿ ïîäié A i B C = A\B
Ïîäiÿ C � ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ A i B C = A4B
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3. Âëàñòèâîñòi éìîâiðíîñòi

ÒÂ. 0. ÉÏ iñíóþòü.
Òàêèì ÷èíîì, ïîäàëüøå íå ¹ ¾ðîçìîâîþ íi ïðî ùî¿, òîáòî îçíà÷åííÿ ÉÏ

íå ìiñòèòü âíóòðiøíüîãî ïðîòèði÷÷ÿ.

ÒÂ. 1. Éìîâiðíiñòü íåìîæëèâî¨ ïîäi¨ äîðiâíþ¹ 0; P (∅) = 0.
Í. 1. σ-àääèòèâíà éìîâiðíiñòü ¹ ñêií÷åííîàääèòèâíîþ: P (A1 ∪A2 ∪ ...∪

An) = P (A1) + P (A2) + ...+ P (An).
Í. 2. Îáìåæåíiñòü éìîâiðíîñòi: 0 6 P (A) 6 1.

ÒÂ. 2. Éìîâiðíiñòü ðiçíèöi ïîäié: A ⊆ B ⇒ P (B\A) = P (B)− P (A).
Í. 1. Éìîâiðíiñòü ïðîòèëåæíî¨ ïîäi¨: P (A) = 1− P (A).
Í. 2. Ìîíîòîííiñòü éìîâiðíîñòi: ÿêùî A ⊆ B, òî P (A) 6 P (B).

ÒÅÎÐ. (Äîäàâàííÿ). P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).
Í. 1. Íàïiâàääèòèâíiñòü éìîâiðíîñòi: P (A ∪B) 6 P (A) + P (B).
Í. 2. Ôîðìóëà âêëþ÷åííÿ-âèêëþ÷åííÿ:

P
( n⋃
j=1

Aj

)
=

n∑
k=1

(
(−1)k−1 ∑

(i1;i2;...;ik):16i1<i2<...<ik6n
P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ ... ∩ Aik)

)
Çîêðåìà, P (A∪B ∪C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (A∩B)− P (A∩C)−

P (B ∩ C) + P (A ∩B ∩ C).

×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè: ÿêùî P (A) = 0, òî A = ∅? Âèÿâëÿ¹òüñÿ � íi:
âiçüìåìî Ω = {a; b}, F = B(Ω) = {∅; {a}; {b}; {a; b}}, i íåõàé P : F → R+:
P (∅) = P ({a}) = 0, P ({b}) = P ({a; b}) = 1. Íàáið {Ω;F;P} ¹ ÉÏ, àëå ïîäiÿ
A = {a} 6= ∅, õî÷à P (A) = 0.

ÎÇÍ. Ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí {An}n∈N íàçèâàþòü íåñïàäíîþ (íåçðîñòàþ-
÷îþ), ÿêùî ∀n ∈ N: An ⊆ An+1 (An ⊇ An+1). Ïîçíà÷åííÿ: An ↗ (An ↘).

ÒÅÎÐ. (Íåïåðåðâíiñòü éìîâiðíîñòi). Íåõàé Ω 6= ∅ � ìíîæèíà, F �
σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí Ω, P (·) � íåâiä'¹ìíà, ñêií÷åííîàääèòèâíà, íîðìîâàíà
ô-öiÿ ìíîæèíè, çàäàíà íà F. Òîäi íàñòóïíi 4 òâåðäæåííÿ ¹ ðiâíîñèëüíèìè:

1) P � çëi÷åííîàääèòèâíà;

2) äëÿ ∀ {An}n∈N, An ↗, An ∈ F: lim
n→∞

P (An) = P
( ∞⋃
n=1

An

)
;

3) äëÿ ∀ {An}n∈N, An ↘, An ∈ F: lim
n→∞

P (An) = P
( ∞⋂
n=1

An

)
;

4) äëÿ ∀ {An}n∈N, An ↘, An ∈ F,
∞⋂
n=1

An = ∅: lim
n→∞

P (An) = 0.
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4. Äèñêðåòíèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið

Ñêëàäíiñòü ïîáóäîâè ÉÏ {Ω;F;P} çàëåæèòü âiä ñêëàäíîñòi éîãî êîìïî-
íåíò. Íàéïðîñòiøå îáðàòè ÏÅÏ Ω � áóäü-ÿêó íåïîðîæíþ ìíîæèíó. À îò F
ïîâèííà áóòè σ-àëãåáðîþ, çàìêíåíîþ âiäíîñíî îïåðàöié äîïîâíåííÿ i îá'¹ä-
íàííÿ çëi÷åííî¨ ñóêóïíîñòi åëåìåíòiâ. Íàðåøòi, íà F ìóñèìî òàê âèçíà÷èòè
ôóíêöiþ ìíîæèíè P (·), ùîá âîíà çàäîâîëüíÿëà 3-ì àêñiîìàì éìîâiðíîñòi.

Àëå ÿêùî ìíîæèíà Ω ¹ äèñêðåòíîþ, çðîáèòè öå äåùî ëåãøå.

ÎÇÍ. Äèñêðåòíîþ íàçèâàþòü ñêií÷åííó àáî çëi÷åííó ìíîæèíó X.

ÒÅÎÐ. Íåõàé Ω � äèñêðåòíà ìíîæèíà, P : Ω → R+ � íåâiä'¹ìíà ô-öiÿ
òî÷êè íà Ω, òàêà, ùî

∑
ω∈Ω

P (ω) = 1. Òîäi ô-öiÿ ìíîæèíè P : B(Ω) → R+:

P (A) =
∑
ω∈A

P (ω) ¹ éìîâiðíiñòþ. Òîáòî, ùîá çíàéòè éìîâiðíiñòü ïîäi¨ A ⊆ Ω,

ñêëàäà¹ìî éìîâiðíîñòi P (ω) âñiõ ÅÏ, ÿêi âõîäÿòü â A.

Êîëè ÏÅÏ Ω äèñêðåòíèé, òî äëÿ îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi íà σ-àëãåáði ïiä-
ìíîæèí Ω äîñòàòíüî çàäàòè éìîâiðíîñòi åëåìåíòàðíèõ ïîäié. P ({ω}) = P (ω).

Òàê çàäàíà éìîâiðíiñòü P îçíà÷åíà íà áóäü-ÿêié σ-àëãåáði F ⊆ B(Ω), òîìó
ùî P îçíà÷åíà íàB(Ω) � íàéáiëüøié σ-àëãåáði ïiäìíîæèí Ω, ÿêà ìiñòèòü óñi
iíøi σ-àëãåáðè. Îòæå, êîìïîíåíò F òàêîãî ÉÏ ìîæíà íå âêàçóâàòè, ââàæàþ÷è
çàâæäè F = B(Ω), i ïîçíà÷àòè òàêèé ÉÏ � {Ω;P}.

ÎÇÍ. Íåõàé Ω � äèñêðåòíà, à P (·) ïîáóäîâàíà òàê, ÿê ó òåîðåìi. Òîäi ÉÏ
{Ω;P} íàçèâàþòü äèñêðåòíèì (ÄÉÏ).

ÎÇÍ. Éìîâiðíiñòü P (·), çàäàíó íà äèñêðåòíié ìíîæèíi Ω ⊂ Rn, íàçèâà-
þòü äèñêðåòíèì éìîâiðíiñíèì ðîçïîäiëîì íà Rn (ÄÉÐ). Íåâiä'¹ìíó ôóíêöiþ
òî÷êè P : Ω→ R+, òàêó, ùî

∑
x∈Ω

P (x) = 1, ÿêà îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ òàêèé ðîç-

ïîäië, íàçèâàþòü äèñêðåòíèì ðîçïîäiëîì íà Rn.

ÏÐ. ÌàòÌîä ÑÅ � ïiäêèäàííÿ ãðàëüíîãî êóáèêà � ÄÉÏ {Ω;P}, äå Ω =
{1; 2; ...; 6} i P (k) = 1

6 , k = 1, 6. Òîäi éìîâiðíiñòü ïîäi¨ A ¾âèïàëà ïàðíà êiëü-
êiñòü î÷îê¿, A = {2; 4; 6} � P (A) =

∑
ω∈A

P (ω) = P (2)+P (4)+P (6) = 3 · 16 = 1
2 .

Âiäìiòèìî, ùî òàêèé âèáið éìîâiðíîñòåé ÅÏ íå âèïëèâà¹ ç æîäíî¨ òåîðåìè,
éîãî îá ðóíòîâóþòü ¾ïðèðîäíiìè¿ âëàñòèâîñòÿìè äàíîãî ÑÅ, çîêðåìà, ¾ñè-
ìåòði¹þ¿ êóáèêà.

Ðîçãëÿíóòèé ÉÏ ìà¹ âàæëèâó îñîáëèâiñòü � âñi ÅÏ ðiâíîéìîâiðíi.
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4.1. Êëàñè÷íà ìîäåëü

ÎÇÍ.ÄÉÏ {Ω;P}, äå P (ωi) = P (ωj) äëÿ ∀i, j, òîáòî âñi ÅÏ ðiâíîéìîâiðíi,
íàçèâàþòü êëàñè÷íîþ ìîäåëëþ (ÊÌ).

ÒÂ. 1. ßêùî {Ω;P} � ÊÌ, òî Ω ñêií÷åííà i ∀ω ∈ Ω: P (ω) = 1
n(Ω) .

ÒÂ. 2. (Ôîðìóëà êëàñè÷íî¨ éìîâiðíîñòi). ßêùî ÄÉÏ {Ω;P} � ÊÌ,
P (A) = n(A)

n(Ω)

Ó ÊÌ éìîâiðíiñòü ïîäi¨ A ⊆ Ω äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ êiëüêîñòi n(A) ÅÏ,
ùî âõîäÿòü â A, äî çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi n(Ω) ÅÏ, ùî âõîäÿòü â Ω.

Òàêó éìîâiðíiñòü íàçèâàþòü êëàñè÷íîþ éìîâiðíiñòþ.
Ó ïðèêëàäi ç ãðàëüíèì êóáèêîì (äèâ. âèùå) ìîæíà îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü

ïîäi¨ A çà ÔÊÉ: P (A) = n(A)
n(Ω) = 3

6 = 1
2 . ßêùî ÌàòÌîä ÑÅ � ÄÉÏ, àëå íå

ÊÌ, òî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ÔÊÉ íåâiðíà, i êîðèñòóâàòèñü íåþ íå ìîæíà.

5. Óìîâíà éìîâiðíiñòü

Íåõàé A i B � ïîäi¨ ÑÅ. Ðîçãëÿíåìî ñåðiþ ç n ðåàëiçàöié äàíîãî ÑÅ. Âè-
íèêà¹ 2 ÷èñëà: kn(B) (ñêiëüêè ðàçiâ âiäáóëàñÿ ïîäiÿ B) òà kn(A∩B) (ñêiëüêè
ðàçiâ âiäáóëèñÿ ðàçîì ïîäi¨ A i B). Òîäi âåëè÷èíà νn(A/B) = kn(A∩B)

kn(B) � ÷àñòî-
òà ïîäi¨ A âiäíîñíî òèõ ÑÅ, â ÿêèõ âiäáóëàñÿ i ïîäiÿ B � íàçèâà¹òüñÿ óìîâíîþ
÷àñòîòîþ ïîäi¨ A âiäíîñíî ïîäi¨ B â ñåði¨ n ÑÅ. ßêùî çàôiêñó¹ìî ïîäiþ B i
kn(B) > 0, òî ôóíêöiÿ ïîäi¨ νn(·/B) ìà¹ âëàñòèâîñòi ÷àñòîòè:

1) νn(A/B) > 0 � íåâiä'¹ìíiñòü;
2) A1 ∩ A2 = V ⇒ νn(A1 ∪ A2/B) = kn((A1∪A2)∩B)

kn(B) = kn((A1∩B)∪(A2∩B))
kn(B) =

kn(A1∩B)+kn(A2∩B)
kn(B) = νn(A1/B) + νn(A2/B) � àääèòèâíiñòü;

3) νn(U/B) = kn(U∩B)
kn(B) = kn(B)

kn(B) = 1 � íîðìîâàíiñòü.

Âèðàçèìî óìîâíó ÷àñòîòó ÷åðåç áåçóìîâíó: νn(A/B) = kn(A∩B)/n
kn(B)/n = νn(A∩B)

νn(B) .
Ïðèðîäíüî ââàæàòè, ùî óìîâíà éìîâiðíiñòü òàê ñàìî ïîâ'ÿçàíà ç áåçóìîâíîþ.

ÎÇÍ. Íåõàé {Ω;F;P} � ÉÏ, B ∈ F, P (B) > 0. Óìîâíîþ éìîâiðíiñòþ
ïîäi¨ A ∈ F âiäíîñíî ïîäi¨ B íàçèâàþòü âåëè÷èíó P (A/B) = P (A∩B)

P (B) .
P (A/B) � ìiðà ïðîãíîçó ïîäi¨ A, ÿêùî âiäîìî, ùî âiäáóëàñÿ ïîäiÿ B.

ÒÅÎÐ. Íåõàé {Ω;F;P} � ÉÏ, B ∈ F, P (B) > 0. Òîäi ô-öiÿ ìíîæèíè
PB : F→ R+: PB(A) := P (A/B) = P (A∩B)

P (B) ¹ éìîâiðíiñòþ íà F.
Òàê ùî âæèâàííÿ òåðìiíó ¾éìîâiðíiñòü¿ êîðåêòíå.
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Áåçóìîâíó éìîâiðíiñòü òåæ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê óìîâíó � âiäíîñíî ¾ïåâ-
íèõ óìîâ S¿, ÿêi âêàçàíi â îçíà÷åííi ÑÅ. Íàïðèêëàä, ¾êóáèê ñèìåòðè÷íèé¿
� óìîâà, i ïîäiÿ (B). Êîëè âîíà âiäáóâà¹òüñÿ, � çàäà¹ìî éìîâiðíîñòi ÅÏ,
P (¾âèïàëà 1¿) = P (¾âèïàëà 1¿/B) = 1

6 .

ÒÂ. 1. (Ôîðìóëà ìíîæåííÿ). Íåõàé {Ω;F;P}�ÉÏ,A,B ∈ F, P (A) >
0, P (B) > 0. Òîäi P (A ∩ B) = P (A/B)P (B) = P (B/A)P (A) (âèïëèâà¹ iç
îçíà÷åííÿ P (A/B)).

ÎÇÍ. Íàáið B1, ..., Bn ∈ F íàçèâàþòü ïîâíîþ ãðóïîþ ïîäié (ÏÃÏ), ÿêùî
n⋃
k=1

Bk = Ω i Bi ∩Bj = ∅, i 6= j (∗)

(òîáòî {Bk}nk=1 ¹ ðîçáèòòÿì ÏÅÏ Ω). Ïîäi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (∗),
íàçèâàþòü òàêîæ ãiïîòåçàìè. ÏÃÏ ìîæå áóòè çëi÷åííîþ, {Bk}k∈N.

ÒÅÎÐ. (Ôîðìóëà ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi). Íåõàé B1, ..., Bn ∈ F � ÏÃÏ,

ïðè÷îìó P (Bk) > 0, k = 1, n. Òîäi ∀A ∈ F: P (A) =
n∑
k=1

P (A/Bk)P (Bk).

J P (A) = P (A ∩ Ω) = P
(
A ∩ (

n⋃
k=1

Bk)
)

= P
( n⋃
k=1

(A ∩ Bk)
)
. Îñêiëüêè

(A ∩ Bk) ⊆ Bk, òî (A ∩ Bi) ∩ (A ∩ Bj) = ∅, i 6= j, òîìó çà àääèòèâíiñòþ:

P (A) =
n∑
k=1

P (A ∩Bk). Çà ô-ëîþ ìíîæåííÿ P (A) =
n∑
k=1

P (A/Bk)P (Bk). I

ÔÏÉ ìà¹ ìiñöå i äëÿ çëi÷åííî¨ ÏÃÏ {Bk}k∈N.

ÒÅÎÐ. (Ôîðìóëè Áàé¹ñà). Íåõàé B1, ..., Bn ∈ F � ÏÃÏ, P (Bk) > 0,
k = 1, n. Òîäi äëÿ ∀A ∈ F, P (A) > 0: P (Bk/A) = P (A/Bk)P (Bk)

n∑
i=1

P (A/Bi)P (Bi)
.

J P (Bk/A) = P (Bk∩A)
P (A) = P (A∩Bk)

P (A)

ÔÌ
= P (A/Bk)P (Bk)

P (A)

ÔÏÉ
= P (A/Bk)P (Bk)

n∑
i=1

P (A/Bi)P (Bi)
I

Âåëè÷èíè P (Bk) i P (Bk/A) íàçèâàþòü âiäïîâiäíî àïðiîðíèìè i àïîñòåði-
îðíèìè éìîâiðíîñòÿìè ãiïîòåç. ÔÁ ìàþòü ìiñöå i äëÿ çëi÷åííî¨ ÏÃÏ.

ÒÅÎÐ. (Îá÷èñëåííÿ ÓÉ â ÊÌ). ßêùî ÄÉÏ {Ω;P} � ÊÌ, B ⊆ Ω
i P (B) > 0, òî ÄÉÏ {B;PB} � òàêîæ ÊÌ, i ∀A ⊆ Ω óìîâíà éìîâiðíiñòü
P (A/B) â {Ω;P} äîðiâíþ¹ áåçóìîâíié éìîâiðíîñòi PB(A ∩ B) â {B;PB}:
P (A/B) = PB(A ∩B) = n(A∩B)

n(B) .

Â ÊÌ ÓÉ P (A/B) ïîäi¨A âiäíîñíî ïîäi¨B äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ êiëüêîñòi
n(A ∩B) ÅÏ, ùî âõîäÿòü â A ∩B, äî êiëüêîñòi n(B) ÅÏ, ùî âõîäÿòü â B.
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6. Íåçàëåæíi ïîäi¨

Íåçàëåæíiñòü (Í/Ç) � îäíå ç íàéâàæëèâiøèõ ïîíÿòü ÒÉ, ÿêå âèîêðåìëþ¹
¨¨ iç áiëüø çàãàëüíèõ òåîði¨ ìiðè, òåîði¨ iíòåãðàëó Ëåáåãà òîùî.

Ùî îçíà÷à¹ íåçàëåæíiñòü äâîõ ïîäié, A i B, ÿêîãîñü ÑÅ?
Ïîäiÿ B íå âïëèâà¹ íà ïîäiþ A (i íàâïàêè), íà ïðîãíîç ïîäi¨ A; òî÷íiøå

� êîëè âiäîìî, ùî âiäáóëàñÿ ïîäiÿ B, � òîáòî ïðè âèêîíàííi öi¹¨ óìîâè,
� ïðîãíîç ïîäi¨ A òîé ñàìèé, ÿêáè íå ìàëè òàêî¨ iíôîðìàöi¨, � òîáòî áåç
áóäü-ÿêî¨ óìîâè. Íà ìîâi ÌàòÌîä: óìîâíà éìîâiðíiñòü, P (A/B), ñïiâïàäà¹ ç
áåçóìîâíîþ P (A). Äîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi íà P (B), îòðèìó¹ìî

ÎÇÍ. Ïîäi¨ A,B ∈ F íàçèâàþòü íåçàëåæíèìè, ÿêùî
P (A ∩B) = P (A)P (B)

Éìîâiðíiñòü äîáóòêó íåçàëåæíèõ ïîäié äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õ éìîâiðíîñòåé.

Íàâåäåìî 2 ïðîñòèõ íàñëiäêà ç îçíà÷åííÿ Í/Ç ïîäié.
ÒÂ. 1. Ïîäi¨ A i B (P(B)>0) Í/Ç òîäiäîò P (A/B) = P (A).
ÒÂ. 2. ßêùî ïîäi¨ A i B Í/Ç, òî ïîäi¨ A i B òåæ Í/Ç.
Í. ßêùî ïîäi¨ A i B Í/Ç, òî íàñòóïíi ïàðè ïîäié òåæ Í/Ç: A i B, A i B.

ÏÐ. Iç êîëîäè, ÿêà ìiñòèòü 52 êàðòè, âèòÿãàþòü íàâìàííÿ îäíó. Ïîäiÿ A
� ¾âèòÿãíóòà êàðòà ïiêîâî¨ ìàñòi¿, ïîäiÿ B � ¾âèòÿãíóòî òóçà¿. (1) ×è ¹ ïîäi¨
A i B Í/Ç? (2) Òå æ ïèòàííÿ, ÿêùî â êîëîäi 53 êàðòè (+1 äæîêåð).
(♣ Club � òðåôè ♦ Diamond � áóáíè ♥ Heart � ÷èðâè ♠ Spade � ïiêè)

(1) ÌàòÌîä ïåðøîãî ÑÅ ¹ ÊÌ {Ω1;P},
Ω1 = {C2; ...;CA;D1; ...;DA;H1; ...;HA;S1; ...;SA}, n(Ω1) = 52

A = {S2; ...;SA}, n(A) = 13, P (A) = 1
4 ; B = {CA;DA;HA;SA}, P (B) = 1

13 .
A ∩B = {SA} ⇒ P (A ∩B) = 1

52 = 1
4 ·

1
13 = P (A)P (B) ⇒ ïîäi¨ A i B Í/Ç.

(2) ÌàòÌîä äðóãîãî ÑÅ ¹ ÊÌ {Ω2;P}, äå Ω2 = Ω1 ∪ {J}. n(Ω2) = 53.
A, B i A ∩ B íå çìiíèëèñÿ, òîìó P (A) = 13

53 , P (B) = 4
53 i P (A ∩ B) = 1

53 .
Àëå P (A)P (B) = 13·4

53·53 = 52
53 ·

1
53 <

1
53 = P (A ∩B), òîáòî ïîäi¨ A i B íå ¹ Í/Ç.

Ïîíÿòòÿ Í/Ç ìîæíà óçàãàëüíèòè äëÿ áiëüøî¨, íiæ äâi, êiëüêîñòi ïîäié:

ÎÇÍ. Íåõàé {Ω;F;P} � ÉÏ. Ïîäi¨ A1, ..., An ∈ F íàçèâàþòü íåçàëåæíè-
ìè â ñóêóïíîñòi (àáî ïðîñòî íåçàëåæíèìè), ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó
ðiçíèõ iíäåêñiâ i1, i2, ..., ik, äå 2 6 k 6 n,

P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ ... ∩ Aik) = P (Ai1) · P (Ai2)× ...× P (Aik)

ÎÇÍ. Ïîäi¨ A1, ..., An ∈ F íàçèâàþòü ïîïàðíî íåçàëåæíèìè, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ iíäåêñiâ i, j ïîäi¨ Ai òà Aj íåçàëåæíi.
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Íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi ïîäi¨ ¹ ïîïàðíî íåçàëåæíèìè (íàñëiäîê ç îçíà÷å-
ííÿ äëÿ k = 2), àëå çâîðîòí¹ òâåðäæåííÿ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ íåâiðíèì.

ÏÐ. 1. (Áåðíøòåéíà, àáî Ïðî ïîôàðáîâàíèé òåòðàåäð). Íàä ïëî-
ùèíîþ ïiäêèäàþòü ïðàâèëüíèé òåòðàåäð, â ÿêîãî 3 ãðàíi ïîôàðáîâàíi âiä-
ïîâiäíî ó ÷åðâîíèé, çåëåíèé òà ñèíié êîëüîðè, à íà 4-é ãðàíi ïðèñóòíi âñi 3
êîëüîðè. Äëÿ êîæíî¨ ãðàíi éìîâiðíiñòü òîãî, ùî òåòðàåäð âïàäå íà ïëîùèíó
öi¹þ ãðàííþ � 1

4 . Ïîäi¨ R, G, B � ¾íà ãðàíi, ÿêîþ òåòðàåäð âïàâ íà ïëîùèíó,
ïðèñóòíié ÷åðâîíèé (Red), çåëåíèé (Green), ñèíié (Blue) êîëið¿.

ÌàòÌîä äàíîãî ÑÅ ¹ ÊÌ {Ω;P}, äå Ω = {r; g; b; t}. Ïîäi¨ R = {r; t},
G = {g; t}, B = {b; t}. P (R) = P (G) = P (B) = 1

2 .
R∩G = G∩B = B∩R = {t} ⇒ P (R∩G) = P (G∩B) = P (B∩R) = 1

4 = 1
2 ·

1
2 ,

P (R ∩G) = P (R)P (G), P (G ∩B) = P (G)P (B), P (B ∩R) = P (B)P (R)
Îòæå, ïîäi¨ R, G, B ïîïàðíî Í/Ç. Àëå R ∩G ∩B = {t}, P (R ∩G ∩B) =

1
4 6=

1
2 ·

1
2 ·

1
2 = P (R)P (G)P (B). Çíà÷èòü, ïîäi¨ R, G, B íå ¹ Í/Ç â ñóêóïíîñòi.

ÏÐ. 2. Ïiäêèäàþòü 30-ãðàííèé ñèìåòðè÷íèé äàéñ, ãðàíi ÿêîãî ïðîíóìå-
ðîâàíi ÷èñëàìè âiä 1 äî 30. Ïîäi¨ Z (Zwei), D (Drei), F (F�unf) � ¾÷èñëî, ÿêå
âèïàëî íà äàéñi, äiëèòüñÿ âiäïîâiäíî íà 2, 3, 5¿.

ÌàòÌîä öüîãî ÑÅ ¹ ÊÌ {Ω;P}, äå Ω = {1; 2; ...; 30}. Ïîäi¨ Z = {2; 4; ...; 30}
(n(Z) = 30

2 = 15 ⇒ P (Z) = 1
2), D = {3; 6; ...; 30} (n(D) = 10 ⇒ P (D) = 1

3),
F = {5; 10; ...; 30} (P (F ) = 1

5).
Z ∩D = {6; 12; ...; 30}, n(Z ∩D) = 30

2·3 = 5 ⇒
P (Z ∩D) = 5

30 = 1
6 = 1

2 ·
1
3 = P (Z)P (D)

Z ∩ F = {10; 20; 30}, n(Z ∩ F ) = 30
2·5 = 3 ⇒

P (Z ∩ F ) = 3
30 = 1

10 = 1
2 ·

1
5 = P (Z)P (F )

D ∩ F = {15; 30}, n(D ∩ F ) = 30
3·5 = 2 ⇒

P (D ∩ F ) = 2
30 = 1

15 = 1
3 ·

1
5 = P (D)P (F )

Z ∩D ∩ F = {30}, n(Z ∩D ∩ F ) = 30
2·3·5 = 1 ⇒

P (Z ∩D ∩ F ) = 1
30 = 1

2 ·
1
3 ·

1
5 = P (Z)P (D)P (F )

Îòæå, ïîäi¨ Z, D, F � Í/Ç â ñóêóïíîñòi. Öåé ïðèêëàä ìîæíà óçàãàëüíèòè
äëÿ n äàéñiâ.
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7. Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà

Ðåçóëüòàò áàãàòüîõ ÑÅ ìà¹ ¾÷èñëîâó¿ ïðèðîäó � öå ñêàëÿð àáî âåêòîð.
Ïiäêèäà¹ìî 100 ìîíåò i çàïèñó¹ìî, ñêiëüêè ðàçiâ âèïàâ ãåðá, êèäà¹ìî íàâìà-
ííÿ òî÷êó íà [a; b]... Ðåçóëüòàòîì ¹ ¾âåëè÷èíà, ÿêà çàëåæèòü âiä âèïàäêó¿.

Iñíó¹ äåêiëüêà ïiäõîäiâ äî ðîçãëÿäó òàêèõ âåëè÷èí.

(1) Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ÿê éìîâiðíiñíèé ðîçïîäië íà Rn

Ðîçãëÿíåìî ÑÅ, ðåçóëüòàòîì ÿêîãî ¹ âåêòîð/òî÷êà â Rn (÷èñëî ïðè n = 1).
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ÌàòÌîä òàêîãî ÑÅ ¹ ÉÏ {Ω;F;P} ñïåöiàëüíîãî âèäó,
äå Ω = Rn, à F � ¾ñòàíäàðòíà¿ σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí Rn, ÿêó íàçèâàþòü
¾σ-àëãåáðîþ áîðåëåâèõ ìíîæèí íà Rn¿ i ïîçíà÷àþòü Bn.

Éìîâiðíiñòü P (·), çàäàíó íàBn, íàçèâàþòü éìîâiðíiñíèì ðîçïîäiëîì (ÉÐ)
íà Rn. Öåé ðîçïîäië � òåæ ÌàòÌîä ÑÅ ç ÷èñëîâèì ðåçóëüòàòîì.

Ó ÷àñòèííîìó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà X ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ÑÅ ¹ äèñ-
êðåòíîþ, âêàçàíîþ ìîäåëëþ áóäå ÄÉÐ Q(·) íà Rn, ÿêèé, ó ñâîþ ÷åðãó, îäíî-
çíà÷íî âèçíà÷à¹ ôóíêöiÿ òî÷êè Q : X → R+, òàêà, ùî

∑
xi∈X

Q(xi) = 1.

ÏÐ. ÂÂ� êiëüêiñòü î÷îê, ùî âèïàëà íà ãðàëüíîìó êóáèêó � îòîòîæíþ¹ìî
ç ÄÉÐ íà ìíîæèíi X = {1; 2; ...; 6} ⊂ R1. Öåé ðîçïîäië âèçíà÷à¹ ôóíêöiÿ
òî÷êè P : X → R+; íàïðèêëàä, äëÿ ñèìåòðè÷íîãî êóáèêà P (k) = 1

6 , k = 1, 6.

(2) Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ÿê ôóíêöiÿ íà ÏÅÏ
Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó, ÿêà íàáóâà¹ ïåâíîãî çíà÷åííÿ âíàñëiäîê ÑÅ. Ðåçóëü-

òàòîì ÑÅ ó ÌàòÌîä ¹ ÅÏ ω ∈ Ω. Êîæíîìó ω ∈ Ω ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü
ïåâíó òî÷êó Rn, ¾÷èñëîâî¨¿ ïðèðîäè. À âiäïîâiäíiñòü � öå ôóíêöiÿ.

I ÂÂ � öå ôóíêöiÿ, ξ : Ω→ Rn, çàäàíà íà Ω, çi çíà÷åííÿìè â Rn.

ÏÐ. ÂÂ � êiëüêiñòü ïiäêèäàíü ãðàëüíîãî êóáèêà äî ïåðøî¨ ïîÿâè ¾6¿ �
îòîòîæíþ¹ìî ç ôóíêöi¹þ ξ : Ω → R1, çàäàíîþ íà ÏÅÏ Ω ÄÉÏ {Ω;P}, äå
Ω = {(f1; f2; ...fm; 6) | m ∈ Z+, fi = 1, 5, i = 1,m}, íàñòóïíèì ÷èíîì � äëÿ
ω = (f1; f2; ...; fm; 6): ξ(ω) = m.

ÎÇÍ. Íåõàé {Ω;P} � ÄÉÏ. Ôóíêöiþ ξ : Ω→ Rn íàçèâàþòü âèïàäêîâîþ
âåëè÷èíîþ (ÂÂ), (çàäàíîþ) íà ÄÉÏ {Ω;P}, çi çíà÷åííÿìè â Rn.

ßêùî n = 1, òî ÂÂ ξ = ξ(ω) íàçèâàþòü ñêàëÿðíîþ (ÑÂÂ). ßêùî n > 1,
òî ÂÂ ξ = ξ(ω) =

(
ξ1(ω); ...; ξn(ω)

)
íàçèâàþòü n-âèìiðíîþ âåêòîðíîþ (ÂÂÂ).

Ôðàçà ¾çàäàíî n ÑÂÂ¿ îçíà÷à¹ òàêîæ, ùî çàäàíà n-âèìiðíà ÂÂÂ.
ßêùî ξ = (ξ1; ξ2; ...; ξn) � ÂÂÂ çi çíà÷åííÿìè â Rn, òî êîæíà êîìïîíåíòà

ξi, i = 1, n, ¹ ÑÂÂ çi çíà÷åííÿìè â R1, i íàâïàêè.
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ÎÇÍ. ÂÂ ξ : Ω → Rn íà ÉÏ {Ω;F;P} íàçèâàþòü äèñêðåòíîþ (ÄÂÂ),
ÿêùî âîíà ïðèéìà¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü.

ÒÂ. ÂÂ ξ : Ω→ Rn íà ÄÉÏ {Ω;P} ¹ äèñêðåòíîþ.

7.1. Ðîçïîäië äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ÎÇÍ. Íåõàé ξ : Ω→ Rn � ÂÂ íà ÄÉÏ {Ω;P}. x ∈ Rn íàçèâàþòü ìîæëè-
âèì çíà÷åííÿì (ÌÇ) ÂÂ ξ, ÿêùî P{ξ = x} = P

(
{ω ∈ Ω | ξ(ω) = x}

)
> 0.

Ìíîæèíó âñiõ ÌÇ ÂÂ ξ ïîçíà÷àòèìåìî X.

ÂÂ ξ : Ω → Rn íà ÄÉÏ {Ω;P} âèçíà÷à¹ íà ìíîæèíi X ñâî¨õ ÌÇ ïåâíèé
ÄÐ, òîáòî ôóíêöiþ Q : X → R+,

∑
x∈X

Q(x) = 1.

ÎÇÍ. Íåõàé ξ : Ω → Rn � ÂÂ íà ÄÉÏ {Ω;P}. Ðîçïîäiëîì ÂÂ ξ íàçè-
âàþòü ôóíêöiþ Pξ : X → R+: Pξ(x) = P{ξ = x} = P

(
{ω ∈ Ω | ξ(ω) = x}

)
.

Ïîçíà÷åííÿ: Pξ : x→ Pξ(x). Âîíà ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó ÌÇ x ∈ X
éìîâiðíiñòü Pξ(x) = P{ξ = x}, ç ÿêîþ ξ ïðèéìà¹ öå çíà÷åííÿ.

ÒÂ. Íåõàé Q(·) � ÄÉÐ íà äèñêðåòíié ìíîæèíi X ⊂ Rn, ÿêèé çàäà¹ ÄÐ
Q : X → R+. Òîäi ∃ ÄÉÏ {Ω;P} i ÂÂ ξ : Ω→ Rn, òàêi, ùî ðîçïîäië Pξ = Q.

Öi ìiðêóâàííÿ ïîÿñíþþòü ôðàçó ¾ðîçïîäië çàäà¹ ÂÂ¿; âîíè çâ'ÿçóþòü
òëóìà÷åííÿ ÂÂ ÿê ÉÐ íà Rn i ÿê ôóíêöi¨ íà ÉÏ çi çíà÷åííÿìè â Rn.

Ðîçïîäië ξ = (ξ1; ...; ξn) íàçèâàþòü ñïiëüíèì ðîçïîäiëîì ξ1, ..., ξn.

7.2. Ôîðìè çàïèñó ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

Íåõàé ξ = (ξ1; ...; ξn) � ÄÂÂ çi çíà÷åííÿìè â Rn.
Ó êîîðäèíàòíié ôîðìi ðîçïîäië Pξ : X → R+ çàïèñó¹ìî ÿê Pξ : (x1; ...;xn)

→ Pξ(x1; ...;xn) = P{ξ = x}, äå x = (x1; ...;xn) ïðîáiãà¹ X � ÌÇ ÂÂ ξ, à
P{ξ = x} � éìîâiðíîñòi, ç ÿêèìè ξ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ x.

Íàïðèêëàä, äëÿ ξ = (ξ1; ξ2): Pξ(0; 0) = 1
7 , Pξ(0; 1) = 2

7 , Pξ(1; 0) = 3
7 , ...

Ó òàáëè÷íié ôîðìi ðîçïîäië ÄÂÂ çi çíà÷åííÿìè â R1 çàïèñó¹ìî ÿê(
x1 x2 ... xn ...

Pξ(x1) Pξ(x2) ... Pξ(xn) ...

)
Ó âåðõíüîìó ðÿäêó � ÌÇ ÂÂ ξ, ó íèæíüîìó � éìîâiðíîñòi, ç ÿêèìè ξ

ïðèéìà¹ öi çíà÷åííÿ. Íàïðèêëàä, ξ ∼
(
−1 0 1

1
4

1
2

1
4

)
: P{ξ = −1} = 1

4 , ...
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Ðîçïîäië 2-âèìiðíî¨ ÄÂÂ ζ = (ξ; η) çàïèñó-
¹ìî ó âèãëÿäi òàáëèöi ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó
ÑÂÂ ξ òà η:

äå pij = Pζ(xi; yj) = P{ξ = xi, η = yj}

({xi} � ÌÇ ÂÂ ξ, {yj} � ÌÇ ÂÂ η).

η
ξ

y1 y2 ... ym ...

x1 p11 p12 ... p1m ...
x2 p21 p22 ... p2m ...
... ... ... ... ... ...
xn pn1 pn2 ... pnm ...
... ... ... ... ... ...

7.3. Ðîçïîäië ôóíêöi¨ âiä âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ßêùî ξ � ÂÂ çi çíà÷åííÿìè â Rn, à g : Rn → Rm � äåÿêà ôóíêöiÿ, òî g(ξ)
òàêîæ áóäå ÂÂ çi çíà÷åííÿìè â Rm, áî âîíà ¾çàëåæèòü âiä âèïàäêó¿.

ÒÅÎÐ. (Ïðî ðîçïîäië ô-öi¨ âiä ÂÂ). Íåõàé ξ = (ξ1; ...; ξn) : Ω→ Rn �
ÂÂ íà ÄÉÏ {Ω;P} iç ðîçïîäiëîì Pξ : X → R+; ôóíêöiÿ g : Rn → Rm. Òîäi

∀B ⊆ Rm: P{g(ξ) ∈ B} =
∑

x∈X : g(x)∈B
Pξ(x)

J P{g(ξ) ∈ B} = P ({ω ∈ Ω: g(ξ(ω)) ∈ B}) =
∑

ω∈Ω: g(ξ(ω))∈B
P (ω) =

=
∑

x∈X : g(x)∈B

∑
ω∈Ω: ξ(ω)=x

P (ω) =
∑

x∈X : g(x)∈B
P{ξ = x} =

∑
x∈X : g(x)∈B

Pξ(x) I

Í. 0. ∀y ∈ Rm: P{g(ξ) = y} =
∑

x : g(x)=y

Pξ(x) (B = {y}).

Í. 1. ∀B ⊆ Rn: P{ξ ∈ B} =
∑

x : x∈B
Pξ(x) (g : Rn → Rn : g(x) = x).

Í. 2. (ðîçïîäië êîìïîíåíòè âåêòîðà). Íåõàé Pξ(x1; ...;xn) � ðîçïîäië ÂÂÂ
ξ = (ξ1; ...; ξn), ñïiëüíèé ðîçïîäië ÑÂÂ ξ1, ...., ξn. Òîäi

Pξk(x) = P{ξk = x} =
∑

(x1;...;xn) : xk=x

Pξ(x1; ...;xn), k = 1, n

Çîêðåìà, äëÿ 2-âèìiðíî¨ ÂÂÂ ìà¹ ìiñöå
ÒÂ. Íåõàé Pζ(xi; yj) � ðîçïîäië ζ = (ξ; η), ñïiëüíèé ðîçïîäië ξ òà η. Òîäi

Pξ(x) = P{ξ = x} =
∑

(xi;yj) : xi=x

Pζ(xi; yj) =
∑
yj

Pζ(x; yj)

Pη(y) = P{η = y} =
∑

(xi;yj) : yj=y

Pζ(xi; yj) =
∑
xi

Pζ(xi; y)

äå x ïðîáiãà¹ ÌÇ {xi} ÂÂ ξ, à y ïðîáiãà¹ ÌÇ {yj} ÂÂ η.

Îòæå, çà ñïiëüíèì ðîçïîäiëîì äåêiëüêîõ ÂÂ ìîæíà çíàéòè ðîçïîäië êî-
æíî¨ ç íèõ. Çâîðîòí¹ òâåðäæåííÿ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íåâiðíå.

ÏÐ. 2 ñèìåòðè÷íi ìîíåòè ïiäêèäàþòü 2 ðàçè. Íåõàé ξ � ÷èñëî âèïàäàíü
ãåðáà ïðè 1-ìó ïiäêèäàííi, η � ïðè 2-ìó. Çíàéòè ðîçïîäië ÂÂ µ = max{ξ; η}.
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Îçíà÷èìî ÂÂ ξ òà η ÿê ôóíêöi¨ íà ÏÅÏ Ω ÄÉÏ {Ω;P}, ìîäåëi ÑÅ.
Íåõàé Ω = {(t11; t12; t21; t22) | tij = Ð,Ã, i = 1, 2, j = 1, 2}, äå tij � ðåçóëüòàò

i-ãî ïiäêèäàííÿ j-¨ ìîíåòè. Ââàæà¹ìî ÅÏ ðiâíîéìîâiðíèìè, òîáòî ìà¹ìî ÊÌ
ç P (ω) = 1

n(Ω) = 1
24 = 1

16 .
ξ(ω) � êiëüêiñòü ¾Ã¿ ñåðåä t11 i t12; η(ω) � êiëüêiñòü ¾Ã¿ ñåðåä t21 i t22.
ÂÂ µ ¹ ô-öi¹þ âiä ÂÂ ζ = (ξ; η). Çíàéäåìî ðîçïîäië ÂÂÂ ζ, òîáòî ñïiëüíèé

ðîçïîäië ÑÂÂ ξ òà η � Pζ(xi; yj). Î÷åâèäíî, ùî ÌÇ ÂÂ ξ òà η ¹ 0, 1, 2.

η
ξ

0 1 2

0 1
16

2
16

1
16

1 2
16

4
16

2
16

2 1
16

2
16

1
16

Pζ(0; 0) = Pξ;η(0; 0) = P ({ω ∈ Ω | ξ(ω)=η(ω)=0}) =
P ({(ÐÐÐÐ)}) = 1

16 ,
Pζ(0; 1) = Pξ;η(0; 1) = P ({ω ∈ Ω | ξ(ω)=0, η(ω)=1}) =
P ({(ÐÐÐÃ); (ÐÐÃÐ)}) = 1

16 + 1
16 = 2

16 ,
i ò.ä. ...
Çàïîâíþþ÷è äàíó òàáëèöþ, ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè
ñèìåòðiþ âiäíîñíî ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi (ÃÄ) � Pζ(i; j) =
Pζ(j; i). Â iíøèõ çàäà÷àõ òàêî¨ ñèìåòði¨ ìîæå íå áóòè.

ÂÂ µ = max{ξ; η} òàêîæ ¹ äèñêðåòíîþ, ¨¨ ÌÇ � 0, 1, 2. Çà òåîðåìîþ
ïðî ðîçïîäië ôóíêöi¨ âiä ÂÂ, äëÿ ÂÂ ζ : Ω → R2 i g : R2 → R1 : g(x1;x2) =
max{x1;x2} îòðèìó¹ìî ðîçïîäië Pµ ÂÂ µ = g(ζ):
Pµ(k) = P{µ = k} = P{max{ξ; η} = k} =

∑
(i;j) : max{i;j}=k

Pζ(i; j), k = 0, 1, 2

Ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ çíà÷åíü, ÿêi ïðèéìà¹ ÂÂ µ:

η
ξ

0 1 2

0 0 1 2
1 1 1 2
2 2 2 2

Pµ(0) = Pζ(0; 0) = 1
16 ,

Pµ(1) = Pζ(0; 1) + Pζ(1; 1) + Pζ(1; 0) = 1
2 ,

Pµ(2) = Pζ(0; 2) + ...+ Pζ(2; 0) = 1
16 + ...+ 1

16 = 7
16 .

Ìîæíà îá÷èñëèòè Pµ(2) ïî-iíøîìó � îñêiëüêè Pµ ¹ ÄÐ
íà Xµ = {0; 1; 2}, òî Pµ(0) + Pµ(1) + Pµ(2) = 1, çâiäêè
Pµ(2) = 1− Pµ(0)− Pµ(1).

Îòæå, µ = max{ξ; η} ∼
(

0 1 2
1
16

1
2

7
16

)
. ßêùî îá÷èñëþ¹ìî Pµ(k) áåçïîñåðå-

äíüî, òî ìîæëèâèé iùå 1 åòàï ðîçâ'ÿçêó � ¾êîíòðîëü¿: ñêëàäà¹ìî óñi îòðèìàíi
éìîâiðíîñòi òà ïåðåâiðÿ¹ìî, ùîá ¨õ ñóìà äîðiâíþâàëà 1.

7.4. Íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè

ÎÇÍ. ÑÂÂ ξ òà η íàçèâàþòü íåçàëåæíèìè (Í/Ç), ÿêùî
∀A,B ⊆ R1: P{ξ ∈ A, η ∈ B} = P{ξ ∈ A} · P{η ∈ B}
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Òîìó, ÿêùî iñíó¹ õî÷à á îäíà ïàðà ïiäìíîæèí A0 i B0 ïðîñòîðó R1, äëÿ
ÿêèõ öÿ ðiâíiñòü íå âèêîíó¹òüñÿ, òî ÂÂ ξ òà η íå áóäóòü Í/Ç.

ßê i äëÿ ïîäié, óçàãàëüíèìî ïîíÿòòÿ Í/Ç äëÿ áiëüøî¨ êiëüêîñòi ÂÂ.

ÎÇÍ. ÑÂÂ ξ1, ..., ξn íàçèâàþòü íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi, ÿêùî
∀A1, ..., An ⊆ R1: P{ξ1 ∈ A1, ..., ξn ∈ An} = P{ξ1 ∈ A1} × ...× P{ξn ∈ An}

ÎÇÍ. ÑÂÂ ξ1, ..., ξn íàçèâàþòü ïîïàðíî íåçàëåæíèìè, ÿêùî äëÿ ∀i, j,
i 6= j: ÂÂ ξi òà ξj ¹ Í/Ç.

Iç Í/Ç â ñóêóïíîñòi âèïëèâà¹ ïîïàðíà Í/Ç. Çâîðîòí¹ ìîæå áóòè íåâiðíèì.

ÒÂ. Íåõàé ξ òà η � Í/Ç ÑÂÂ; ô-öi¨ f : R1 → R1 òà g : R1 → R1. Òîäi
ÑÂÂ f(ξ) òà g(η) òåæ Í/Ç. ¾Ô-öi¨ âiä Í/Ç ÂÂ ¹ Í/Ç ÂÂ¿.

7.5. Ñïiëüíèé ðîçïîäië íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí

Âèùå âiäìi÷àëè, ùî çà ñïiëüíèì ðîçïîäiëîì äåêiëüêîõ ÑÂÂ ìîæíà âèçíà-
÷èòè ðîçïîäië êîæíî¨ ç íèõ, à íàâïàêè � ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íi. Ïðîòå ó
÷àñòèííîìó âèïàäêó, êîëè âîíè Í/Ç, öå ìîæëèâî.

ÒÅÎÐ. Íåõàé ξ1, ..., ξn � ÑÂÂ ç ðîçïîäiëàìè Pξ1(x1), ..., Pξn(xn) i ñïiëüíèì
ðîçïîäiëîì Pξ(x1; ...;xn) (òîáòî Pξ � ðîçïîäië ÂÂÂ ξ = (ξ1; ...; ξn)).

ÂÂ {ξi}ni=1 Í/Ç òîäiäîò Pξ(x1; ...;xn) =
n∏
i=1

Pξi(xi) äëÿ âñiõ ÌÇ x1, ..., xn

ÂÂ ξ1, ..., ξn âiäïîâiäíî, òîáòî ñïiëüíèé ðîçïîäië ÂÂ ξ1, ..., ξn äîðiâíþ¹ äîáó-
òêó ¨õ ðîçïîäiëiâ,

Pξ = Pξ1 × Pξ2 × ...× Pξn

Çîêðåìà, ïðè n = 2 ìà¹ ìiñöå

ÒÂ. Íåõàé ξ òà η � ÑÂÂ ç ðîçïîäiëàìè Pξ(xi) òà Pη(yj) i ñïiëüíèì ðîçïî-
äiëîì Pξ;η(xi; yj). ÂÂ ξ òà η Í/Ç òîäiäîò Pξ;η(xi; yj) = Pξ(xi) ·Pη(yj) äëÿ âñiõ
ÌÇ xi òà yj ÂÂ ξ òà η.
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8. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ (äèñêðåòíèé âèïà-
äîê)

Êîëè ó íàñ ¹ äåêiëüêà ðåàëiçàöié äàíî¨ ÂÂ, ïîñëiäîâíiñòü ¨¨ çíà÷åíü, îòðè-
ìàíèõ âíàñëiäîê ïðîâåäåííÿ ÑÅ (íàïðèêëàä, êîîðäèíàòè òî÷êè, íàâìàííÿ
êèíóòî¨ íà âiäðiçîê), ìè ÷àñòî çàìiíþ¹ìî ¨õ îäíèì çíà÷åííÿì i ââàæà¹ìî, ùî
âîíî áiëüø ¾î÷èùåíå âiä âèïàäêîâîñòi¿, ãîâîðèòü íàì ùîñü âàæëèâå ïðî öþ
âåëè÷èíó. Ìè çíàõîäèìî ¨õ ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå.

Õîòiëîñÿ á ìàòè àíàëîã öi¹¨ õàðàêòåðèñòèêè, ÿêèé áè íå çàëåæàâ âiä êîí-
êðåòíèõ � íåïåðåäáà÷óâàíèõ � ðåàëiçàöié âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

ÎÇÍ. Íåõàé ξ : Ω → R1 � ÂÂ íà ÄÉÏ {Ω;P}. Ìàòåìàòè÷íèì ñïî-
äiâàííÿì (ÌÑ) (ñåðåäíiì) ÂÂ ξ � Mξ (àáî Eξ) � íàçèâàþòü ñóìó ðÿäó∑
ω∈Ω

ξ(ω)P (ω), ÿêùî öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî, òîáòî çáiæíèì ¹ ðÿä∑
ω∈Ω

|ξ(ω)|P (ω). M � ¾Ìàòåìàòè÷íå¿, E � ¾Expectation¿.

ÌÑ ÂÂÂ ξ = (ξ1; ξ2; ...; ξn) : Ω → Rn íà ÄÉÏ {Ω;P} íàçèâàþòü âåêòîð
Mξ = (Mξ1;Mξ2; ...;Mξn), ÿêùî âñi Mξi iñíóþòü, i = 1, n.

• Âæèâàþ÷è ôðàçè ¾Mξ öå çíà÷åííÿ, ÿêå ξ ïðèéìà¹ â ñåðåäíüîìó¿, ñëiä
ïàì'ÿòàòè: òàêèé âèñëiâ ëèøå ãîâîðèòü, ùî Mξ äîðiâíþ¹ òàêîìó-òî ÷èñëó.

Ñåðåä ÌÇ ξ éîãî ìîæå i íå áóòè; íåõàé, íàïðèêëàä, ξ∼
(
−1000000 1000000

1
2

1
2

)
.

Çà îçíà÷åííÿì, Mξ = −106 · 1
2 + 106 · 1

2 = 0, àëå áóäü-ÿêà ðåàëiçàöiÿ ξ ¹ àáî
−106, àáî +106; ξ íiêîëè íå ïðèéìà¹ ñâî¹ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ.
• Âèìàãà¹ìî ñàìå àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó

∑
ω∈Ω

ξ(ω)P (ω), áî iíàêøå éîãî

ñóìà çàëåæàòèìå âiä ïîðÿäêó, â ÿêîìó íóìåðó¹ìî ω ∈ Ω, à íiÿêîãî ¾¹äèíîãî¿,
¾ïðèðîäíüîãî¿ ïîðÿäêó íåìà¹ (íàâiòü ÿêùî Ω = N).

8.1. Âëàñòèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ

Â. 1. ßêùî ξ = ξ(ω) ≡ c (äå c = const), òî Mξ = Mc = c.
ÌÑ êîíñòàíòè äîðiâíþ¹ öié êîíñòàíòi.
Â. 2. (ëiíiéíiñòü ÌÑ). Íåõàé {ai}ni=1 � äåÿêi êîíñòàíòè.

M(
n∑
i=1

aiξi) =
n∑
i=1

aiMξi, ÿêùî âñi Mξi iñíóþòü.

Í. 1. M(cξ) = cMξ. Í. 2. M(ξ ± η) = Mξ ±Mη.
Â. 3. ßêùî ∃Mξ, òî |Mξ| 6M |ξ|.
Â. 4. ßêùî ξ > 0 (òîáòî ∀ω ∈ Ω: ξ(ω) > 0), òî Mξ > 0.
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ÒÅÎÐ. 1. (Îá÷èñëåííÿ Mg(ξ) çà ðîçïîäiëîì ξ). Íåõàé ξ : Ω→ R1 �
ÂÂ íà ÄÉÏ {Ω;P} ç ðîçïîäiëîì Pξ : X → R+; ôóíêöiÿ g : R1 → R1. Òîäi
∃Mg(ξ) ⇔ ðÿä

∑
xi∈X

g(xi)Pξ(xi) ¹ àáñ. çá., ïðè öüîìó Mg(ξ)=
∑
xi∈X

g(xi)Pξ(xi)

Çîêðåìà, ÿêùî ðÿä
∑
xi∈X

xiPξ(xi) ¹ àáñ. çá., òî Mξ =
∑
xi∈X

xiPξ(xi).

J Ðîçiá'¹ìî Ω íà ïðîîáðàçè âiäíîñíî ôóíêöi¨ ξ : Ω→ R1 òî÷îê xi ∈ X ⊂
R1 � Ω =

⋃
xi∈X
{ω ∈ Ω | ξ(ω) = xi}. Âèêîðèñòà¹ìî ïåðåñòàâíó âëàñòèâiñòü àáñ.

çá. ðÿäiâ: Mg(ξ) =
∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))P (ω) =

=
∑

ω∈
⋃

xi∈X
{ω∈Ω|ξ(ω)=xi}

g(ξ(ω))P (ω) =
∑
xi∈X

( ∑
ω∈Ω: ξ(ω)=xi

g(ξ(ω))P (ω)
)

=

=
∑
xi∈X

( ∑
ω∈Ω: ξ(ω)=xi

g(xi)P (ω)
)

=
∑
xi∈X

(
g(xi)

∑
ω∈Ω: ξ(ω)=xi

P (ω)
)

=

=
∑
xi∈X

g(xi)P{ξ=xi} =
∑
xi∈X

g(xi)Pξ(xi) I

Îòæå, ðîçïîäië ÂÂ âèçíà÷à¹ ¨¨ ÌÑ. Àíàëîãi÷íî äëÿ âåêòîðíî¨ ÂÂ:

ÒÅÎÐ. 2. Íåõàé ξ = (ξ1; ...; ξn) : Ω → Rn � ÂÂ íà ÄÉÏ {Ω;P} ç ðîçïî-
äiëîì Pξ : (x1; ...;xn)→ Pξ(x1; ...;xn), (x1; ...;xn) ∈ X; ôóíêöiÿ g : Rn → R1.
∃Mg(ξ) òîäiäîò ðÿä

∑
(x1;...;xn)∈X

g(x1; ...;xn)Pξ(x1; ...;xn) ¹ àáñ. çá, ïðè öüîìó

Mg(ξ) =
∑

(x1;...;xn)∈X
g(x1; ...;xn)Pξ(x1; ...;xn)

Îòæå, ðîçïîäië ÂÂ, çàäàíî¨ íà ÄÉÏ çi çíà÷åííÿìè â Rn, äîçâîëÿ¹ îá÷è-
ñëèòè ÌÑ áóäü-ÿêî¨ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ âiä íå¨, ÿêùî âîíî iñíó¹.

ÏÐ. 1. Ïiäêèäàþòü 2 ñèìåòðè÷íi ãðàëüíi êóáèêè. Íåõàé ξ � êiëüêiñòü
î÷îê, ùî âèïàëà íà 1-ìó êóáèêó, η � íà 2-ìó. Îá÷èñëèòè M(ξ + η).

Îñêiëüêè çà óìîâîþ êóáèêè ñèìåòðè÷íi, òî ξ, η ∼
(

1 2 3 4 5 6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

)
.

Çà òåîðåìîþ 1: Mξ = 1 · 1
6 + 2 · 1

6 + ... + 6 · 1
6 = 1+2+...+6

6 = 21
6 = 7

2 = 3.5,
àíàëîãi÷íî Mη = 7

2 . Çà ëiíiéíiñòþ ÌÑ, M(ξ + η) = Mξ +Mη = 7
2 + 7

2 = 7.

ÏÐ. 2. ÂÂ ξ ìà¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ. Çíàéòè M 1
ξ+1 .

Çà óìîâîþ, Pξ(k) = λk

k! · e
−λ, k ∈ Z+. Çà òåîðåìîþ 1: M 1

ξ+1 = Mg(ξ), äå

g(x) = 1
x+1 , îòæå, Mg(ξ) =

∞∑
k=0

1
k+1Pξ(k) =

∞∑
k=0

1
k+1 ·

λk

k! · e
−λ = e−λ

∞∑
k=0

λk

(k+1)! =

e−λ

λ

∞∑
k=0

λk+1

(k+1)! = e−λ

λ

∞∑
m=1

λm

m! = e−λ

λ (eλ − 1) = 1
λ(1− e−λ).
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Ìà¹ìî âëàñòèâiñòü ëiíiéíîñòi, çàâäÿêè ¨é ÌÑ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ÂÂ ξ1, ξ2,
..., ξk � íàïðèêëàä, M(ξ1 − ξ2) � çíàõîäèìî íå ¾ç íóëÿ¿, à ç âèêîðèñòàííÿì
âæå âiäîìèõ Mξ1, Mξ2, ..., Mξk. Îäíàê ÂÂ íå òiëüêè ñêëàäàþòüñÿ. Çîêðåìà,
¨õ ìîæíà ïåðåìíîæóâàòè. I ç'ÿâëÿ¹òüñÿ àíàëîãi÷íå ïèòàííÿ: ÿêùî íàì âiäîìi
Mξ òà Mη, òî ÿê îá÷èñëèòè M(ξη)? Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ìàþ÷è ñïiëüíèé
ðîçïîäië ξ òà η, ìîæíà (ïðèíàéìíi, òåîðåòè÷íî) çíàéòè ðîçïîäië ÂÂ µ = ξη
ÿê ôóíêöi¨ âiä ÂÂÂ ζ = (ξ; η) i îá÷èñëþâàòè Mµ =

∑
zi

ziPζ(zi).

Àëå ÿêùî ξ òà η Í/Ç, íàñòóïíà âëàñòèâiñòü ñïðîùó¹ çàäà÷ó:

ÒÅÎÐ. (Ìóëüòèïëiêàòèâíà âëàñòèâiñòü ÌÑ). Íåõàé ξ : Ω → R1 òà
η : Ω→ R1 � Í/Ç ÂÂ, òàêi, ùî ∃Mξ òà ∃Mη. Òîäi ∃M(ξη) = Mξ ·Mη.

J Íåõàé Pξ : X → R+ òà Pη : Y → R+ � ðîçïîäiëè ÂÂ ξ òà η âiäïîâiäíî,
à Pζ : X × Y → R+ � ¨õ ñïiëüíèé ðîçïîäië; Pζ = Pξ × Pη.

Mξη =
∑
ω∈Ω

ξ(ω)η(ω)P (ω) =
∑

(xi;yj)∈X×Y
xi · yj · Pζ(xi; yj) =

=
∑

(xi;yj)∈X×Y
xi · yj · P{ξ = xi, η = yj}

ξ, η � Í/Ç
=

=
∑

(xi;yj)∈X×Y
xi · yj · P{ξ = xi} · P{η = yj} =

=
∑
xi∈X

(
xi · Pξ(xi)

∑
yj∈Y

yj · Pη(yj)
)

=
( ∑
xi∈X

xi · Pξ(xi)
)
·
( ∑
yj∈Y

yj · Pη(yj)
)

=

=
(∑
ω∈Ω

|ξ(ω)|P (ω)
)
·
(∑
ω∈Ω

|η(ω)|P (ω)
)

= Mξ ·Mη I

Ïî¹äíà¹ìî öåé ðåçóëüòàò iç òåîðåìîþ ïðî Í/Ç ôóíêöié âiä Í/Ç ÂÂ:
ÒÂ. Íåõàé ξ : Ω→ R1 òà η : Ω→ R1 � Í/Ç ÂÂ íà ÄÉÏ {Ω;P}, à ôóíêöi¨

f : R1 → R1 òà g : R1 → R1 òàêi, ùî ∃Mf(ξ) òà ∃Mg(η).
Òîäi ∃M

(
f(ξ) · g(η)

)
= Mf(ξ) ·Mg(η).

ÏÐ. 3. Ïiäêèäàþòü 2 ãðàëüíi êóáèêè: 1-èé ñèìåòðè÷íèé, à 2-èé âèãîòîâ-
ëåíî òàê, ùî éìîâiðíiñòü âèïàäàííÿ ãðàíi ïðîïîðöiéíà ÷èñëó î÷îê íà íié. ξ
� êiëüêiñòü î÷îê, ùî âèïàëà íà 1-ìó êóáèêó, η � íà 2-ìó. Îá÷èñëèòè M(ξη).

Çà óìîâîþ ξ ∼
(

1 2 3 4 5 6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

)
, à η ∼

(
1 2 3 4 5 6
1
21

2
21

3
21

4
21

5
21

6
21

)
.

Mξ = 1+2+...+6
6 = 7

2 , Mη = 1·1+2·2+...+6·6
21 = 91

21 = 13
3 . Çà ìóëüòèïëiêàòèâíîþ

âëàñòèâiñòþ ÌÑ M(ξ · η) = Mξ ·Mη = 7
2 ·

13
3 = 91

6 = 151
6 .

• Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó (ÿêùî ξ òà η íå ¹ íåçàëåæíèìè) ÌóëüòÂëàñò
ìiñöÿ íå ìà¹. Ìîæå áóòè òàê, ùî Mξ òà Mη iñíóþòü, à M(ξη) � íi.
• Ðiâíiñòü M ξ

η = Mξ
Mη íåâiðíà ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, íàâiòü ÿêùî Mη 6= 0.

Êîðèñòóâàòèñü òàêîþ ðiâíiñòþ íå ìîæíà.
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8.2. Äèñïåðñiÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

Ââåëè ïîíÿòòÿ ÌÑ � ¾ñåðåäíüîãî¿ ÂÂ. Îäíàê ó çàãàëüíîìó âèïàäêó öÿ
ÂÂ ïðèéìà¹ é iíøi çíà÷åííÿ, ùî ìîæóòü ñèëüíî âiäðiçíÿòèñü � óõèëÿòèñü
� âiä ñåðåäíüîãî. Íàñêiëüêè ñèëüíî? Àáî, òî÷íiøå, ÿêi ïðîãíîçè ùîäî âåëè-
êèõ óõèëåíü, ç ÿêîþ éìîâiðíiñòþ âîíè òðàïëÿþòüñÿ? Îòæå, öiêàâèìîñÿ, ¾íà-
ñêiëüêè äîáðå¿ � â òîìó ÷è iíøîìó ñåíñi � ÌÑ ÂÂ íàáëèæà¹ ¨¨. Ïðèðîäíüî
ââàæàòè, ùî ¾äîáðå¿, êîëè âåëèêi óõèëåííÿ òðàïëÿþòüñÿ ðiäêî, i ¾ïîãàíî¿,
êîëè âîíè âiäáóâàþòüñÿ ÷àñòî. ßê ìîæíà âèçíà÷èòè êiëüêiñíó ìiðó çâ'ÿçêó
ìiæ âåëè÷èíîþ óõèëåííÿ òà éîãî éìîâiðíiñòþ?

ÒÅÎÐ. (Íåðiâíiñòü ×åáèøîâà). ξ : Ω → R1 � ÂÂ íà ÄÉÏ {Ω;P},
Mξ 6=∞. Òîäi ∀ε > 0: P{|ξ −Mξ| > ε} 6 1

ε2M(ξ −Mξ)2.
J M(ξ −Mξ)2 =

∑
ω∈Ω

(ξ(ω)−Mξ)2P (ω) =

=
∑

ω∈Ω: |ξ(ω)−Mξ|>ε
(ξ(ω)−Mξ)2P (ω) +

∑
ω∈Ω: |ξ(ω)−Mξ|<ε

(ξ(ω)−Mξ)2P (ω) >

>
∑

ω∈Ω: |ξ(ω)−Mξ|>ε
(ξ(ω)−Mξ)2P (ω) > ε2P{|ξ −Mξ| > ε}

ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòi íà ε2 i îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ. I

ßêùî ââàæàòè ïåâíå ÷èñëî ε ¾ïîðîãîì¿, ÿêèé âiääiëÿ¹ ¾ìàëi¿ óõèëåííÿ
ξ âiä Mξ òà ¾âåëèêi¿, òî iç íåðiâíîñòi ×åáèøîâà âèïëèâà¹, ùî éìîâiðíiñòü
âåëèêèõ óõèëåíü, òîáòî P{|ξ −Mξ| > ε}, òèì ìåíøå, ÷èì ìåíøå âåëè÷èíà
M(ξ −Mξ)2. Òîìó öþ âåëè÷èíó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê êiëüêiñíó ìiðó óõèëå-
ííÿ (ðîçêèäó) ÂÂ ξ âiä Mξ.

ÎÇÍ. Äèñïåðñi¹þ ÑÂÂ ξ íàçèâàþòü Dξ = M(ξ −Mξ)2 � ñåðåäí¹ êâà-
äðàòó óõèëåííÿ ÂÂ âiä ¨¨ ñåðåäíüîãî.

Dξ = M(ξ −Mξ)2 = M(ξ2 − 2ξ ·Mξ + (Mξ)2) = Mξ2 − (Mξ)2.

Â. 0. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ÑÂÂ ξ: Dξ > 0.
Â. 1. Íåõàé ξ � ÑÂÂ, a ∈ R1 i b ∈ R1. Òîäi D(aξ + b) = a2Dξ.
J D(aξ+b) = M(aξ+b− aMξ−b)2 = a2M(ξ −Mξ)2 = a2Dξ I

Í. 1. ßêùî c = const, òî Dc = 0; D const äîðiâíþ¹ 0.
Í. 2. ßêùî ξ � ÑÂÂ i c = const, òî D(cξ) = c2Dξ.

Â. 2. (Àääèòèâíiñòü äèñïåðñi¨). ßêùî ξ òà η �Í/Ç ÑÂÂ, òîD(ξ+η) =
Dξ +Dη; D ñóìè Í/Ç ÂÂ äîðiâíþ¹ ñóìi ¨õ D.
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J D(ξ + η) = M
(
ξ + η −M(ξ + η)

)2
= M

(
(ξ −Mξ) + (η −Mη)

)2
=

M(ξ −Mξ)2 +M(η −Mη)2 + 2M(ξ −Mξ)(η −Mη) =

= Dξ +Dη + 2M(ξ · η − ξ ·Mη − η ·Mξ +Mξ ·Mη)
ÌóëüòÂëàñò äëÿ Í/Ç ξ, η

=
= Dξ +Dη + 2(Mξ ·Mη−Mξ ·Mη︸ ︷︷ ︸

0

−Mη ·Mξ+MξMη︸ ︷︷ ︸
0

) = Dξ +Dη I

Í. ßêùî ξ òà η � Í/Ç ÑÂÂ, òî D(ξ − η) = Dξ +Dη.

Â. 3. ßêùî ξ1, ξ2, ..., ξn � ïîïàðíî Í/Ç ÑÂÂ, òî D(
n∑
i=1

ξi) =
n∑
i=1

Dξi.

Â îçíà÷åííi äèñïåðñi¨ i ó íàâåäåíèõ âëàñòèâîñòÿõ ìè íå àêöåíòóâàëè óâàãó
íà òîìó, ùîá ðîçãëÿäóâàíi ÂÂ áóëè äèñêðåòíèìè. Öi âëàñòèâîñòi ìàòèìóòü
ìiñöå i äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî âèïàäêó, ñõåìà ¨õ äîâåäåííÿ íå çìiíþ¹òüñÿ. Àëå
â äèñêðåòíîìó âèïàäêó ìà¹ìî ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ÌÑ, à çíà÷èòü � i
ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñi¨.

ßêùî ξ � äèñêðåòíà ÂÂ ç ðîçïîäiëîì Pξ íà äèñêðåòíié ìíîæèíi X =
{xi} ⊂ R1, òî çà òåîðåìîþ 1 ìà¹ìî íàñòóïíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ Dξ:

Dξ = M(ξ −Mξ)2 =
∑
xi∈X

(xi −Mξ)2Pξ(xi) =

=
∑
xi∈X

(
xi −

∑
xi∈X

xiPξ(xi)
)2
Pξ(xi),

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
∑
xi∈X

x2
iPξ(xi)−

( ∑
xi∈X

xiPξ(xi)
)2
.

ÏÐ. 4. Ïiäêèäàþòü 2 ñèìåòðè÷íi ãðàëüíi êóáèêè. Íåõàé ξ � êiëüêiñòü
î÷îê, ùî âèïàëà íà 1-ìó êóáèêó, η � íà 2-ìó. Îá÷èñëèòè D(ξ + η).

ξ, η ∼
(

1 2 3 4 5 6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

)
, i Mξ = Mη = 7

2 . Òàê ÿê ÂÂ ξ òà η ¹ Í/Ç, òî

D(ξ + η) = Dξ + Dη. Îá÷èñëèìî Dξ = Mξ2 − (Mξ)2. Mξ2 = 12 · 1
6 + 22 · 1

6 +

...+ 62 · 1
6 = 91

6 , çâiäêè Dξ = 91
6 −

49
4 = 182−147

12 = 35
12 .

Àíàëîãi÷íî Dη = 35
12 , òîìó D(ξ + η) = 35

6 = 55
6 .
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9. Ñõåìà íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü

9.1. Âèïðîáóâàííÿ Áåðíóëëi

Öåé òåðìií îçíà÷à¹ ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ ÑÅ (âèïðîáóâàíü), êîæåí
ç ÿêèõ ìà¹ 2 ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòè, ùî íàçèâàþòü ¾óñïiõîì¿ i ¾íåâäà÷åþ¿,
ïðè÷îìó éìîâiðíiñòü ¾óñïiõó¿ îäíàêîâà ó âñiõ ÑÅ. Ïðèêëàäàìè ÂÁ ¹:
• 100 ïiäêèäàíü ìîíåòè; ¾óñïiõ¿ � âèïàäàííÿ ãåðáà, ¾íåâäà÷à¿ � ðåøiòêè;
• 100 ïiäêèäàíü êóáèêà; ¾óñïiõ¿ � âèïàäàííÿ ¾1¿, ¾íåâäà÷à¿ � íå ¾1¿;
Ïðèêëàäè íå ÂÁ:
• 100 ïîñëiäîâíèõ ïiäêèäàíü ïëàñòèëiíîâîãî ãðàëüíîãî êóáèêà (êóáèê çìi-

íþ¹ ôîðìó, âèïðîáóâàííÿ íå ¹ íåçàëåæíèìè);
• Ïiäêèäàííÿ ñêëÿíî¨ ìîíåòè (òðåòÿ ìîæëèâiñòü � ìîíåòà ðîçáèâà¹òüñÿ).
Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî íå êîíêðåòíi ïðèêëàäè ÂÁ, à ¨õ çàãàëüíó ÌàòÌîä.

Ç ôîðìàëüíî¨ òî÷êè çîðó, ÂÁ ìîæíà ðîçðiçíèòè çà äâîìà ïàðàìåòðàìè
� êiëüêiñòþ âèïðîáóâàíü ó ïîñëiäîâíîñòi (n ∈ N) òà éìîâiðíiñòþ ¾óñïiõó¿ â
êîæíîìó âèïðîáóâàííi (p ∈ (0; 1)). Áóäåìî ïèñàòè ÂÁ(n; p) � ¾ïîñëiäîâíiñòü
n ÂÁ ç éìîâiðíiñòþ óñïiõó p â êîæíîìó âèïðîáóâàííi¿.

ßê ÏÅÏ Ω òàêîãî ÑÅ, âiçüìåìî ìíîæèíó áiíàðíèõ êîäiâ äîâæèíè n.
ω = (0; 1; 1; ...; 0) (àáî ïðîñòî ω = 011...0) îçíà÷à¹, ùî 1-å âèïðîáóâàííÿ çà-
êií÷èëîñü íåâäà÷åþ, ó 2-ìó âèïðîáóâàííi � óñïiõ, ..., â n-ìó íåâäà÷à.

Ëèøèëîñÿ çàäàòè éìîâiðíiñòü P êîæíî¨ ÅÏ, ùîá çàâåðøèòè ïîáóäîâó ÉÏ.

ÎÇÍ. Íåõàé n ∈ N, p ∈ (0; 1). ÉÏ ÂÁ(n; p) íàçèâàþòü ÄÉÏ {Ω;P}, äå
Ω = {0; 1}n, à P (·) ïîðîäæó¹ ô-öi¹þ òî÷êè P : Ω → R+: P (ω) = pµ(ω)qn−µ(ω),
äå q = 1− p, µ(ω) � êiëüêiñòü ¾1¿ â ω.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè êîðåêòíiñòü öüîãî îçíà÷åííÿ: òàê çàäàíà ôóíêöiÿ òî-
÷êè P äiéñíî âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü.

Òàêîæ ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî öåé ÉÏ ìà¹ âëàñòèâîñòi, âiäïîâiäíi Í/Ç
âèïðîáóâàíü i îäíàêîâîñòi éìîâiðíîñòi óñïiõó â êîæíîìó âèïðîáóâàííi. Ââå-

äåìî ÂÂ µk : Ω → R+ íà ÄÉÏ {Ω;P}: µk(ω) =

{
1, â ω íà k-ìó ìiñöi ¾1¿,

0, â ω íà k-ìó ìiñöi ¾0¿,

k = 1, n; µk
(
(r1; r2; ...; rn)

)
= rk.

ÂÂ µk � êiëüêiñòü óñïiõiâ â k-ìó âèïðîáóâàííi: àáî 1 óñïiõ, àáî 0.

ÒÅÎÐ. ÂÂ {µk}nk=1 ¹ Í/Ç â ñóêóïíîñòi i ìàþòü îäíàêîâèé ðîçïîäië: µk ∼(
0 1
q p

)
, òîáòî Pµk(r) = P{µk = r} = prq1−r, r = 0, 1.
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9.2. Áiíîìíèé ðîçïîäië

Ðîçãëÿíåìî ÂÁ(n; p). Ïðèðîäíüî âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî éìîâiðíiñòü òîãî,
ùî â öié ïîñëiäîâíîñòi áóäå ðiâíî m ¾óñïiõiâ¿, m = 0, n.

Íåõàé µ � êiëüêiñòü ¾óñïiõiâ¿ ó ÂÁ(n; p). µ � ÂÂ, ôóíêöiÿ íà ÄÉÏ {Ω;P}
ÂÁ(n; p): ïðàâèëî, ÿêå âèçíà÷à¹ µ(ω) � êiëüêiñòü ¾1¿ â ω. Ïîñòàâëåíå ïèòàííÿ
� ïðî ðîçïîäië µ. Çíà÷åííÿ éîãî, Pµ(m), â òî÷öi m ïîçíà÷àþòü Pn(m).

ÒÂ. (Ôîðìóëà Áåðíóëëi). Pn(m) = Cm
n p

mqn−m, m = 0, n.
J Pn(m) =

∑
ω∈Ω: µ(ω)=m

P (ω) =
∑

ω∈Ω: µ(ω)=m

pmqn−m =

= pmqn−m
∑

ω∈Ω: µ(ω)=m

1 = Cm
n p

mqn−m I

ÎÇÍ. Íåõàé n ∈ N, p ∈ (0; 1). Ðîçïîäië Bn;p(m) = Cm
n p

m(1 − p)n−m,
m = 0, n, íàçèâàþòü áiíîìíèì ðîçïîäiëîì ç ïàðàìåòðàìè (n; p).

Îòæå, êiëüêiñòü µ ¾óñïiõiâ¿ ó ÂÁ(n; p) ìà¹ ðîçïîäië Bn;p.

ÒÅÎÐ. Íåõàé µ � êiëüêiñòü ¾óñïiõiâ¿ ó ÂÁ(n; p). Mµ = np, Dµ = npq.

J µ =
n∑
k=1

µk, äå ÂÂ µk ââåäåíi âèùå � öå êiëüêiñòü ¾óñïiõiâ¿ â k-ìó

âèïðîáóâàííi. µk ∼
(

0 1
q p

)
, òîìó Mµk = 0 · q + 1 · p = p, à Dµk = Mµ2

k −

(Mµk)
2 = 02 ·q+12 ·p−p2 = p−p2 = p(1−p) = pq. Îòæå,Mµ =

n∑
k=1

Mµk = np,

à îñêiëüêè ÂÂ µk Í/Ç, òî Dµ =
n∑
k=1

Dµk = npq I

ÒÅÎÐ. (Ïðî maxBn;p(m)). Íåõàé n ∈ N, p ∈ (0; 1), m̃ = (n + 1)p. Òîäi
(a) ßêùî m̃ /∈ Z, òî Bn;p(m) äîñÿãà¹ max â ò.m = [m̃], çðîñòà¹ ïðèm < [m̃] òà
ñïàäà¹ ïðèm > [m̃]; (b) ßêùî m̃ ∈ Z, òî Bn;p(m) äîñÿãà¹ max â ò.m = [m̃]−1
òà m = [m̃], çðîñòà¹ ïðè m < [m̃]− 1 òà ñïàäà¹ ïðè m > [m̃].

9.3. Ãðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ áiíîìíîãî ðîçïîäiëó

Çàäà÷à ïðî òåëåôîííi ëiíi¨ (ÇÏÒË). Òåëåôîííà ñòàíöiÿ A ìà¹ 500
àáîíåíòiâ. Íåîáõiäíî çâ'ÿçàòè ¨õ çi ñòàíöi¹þ B. Äëÿ öüîãî ïðîêëàäàþòü äåÿêó
êiëüêiñòü îêðåìèõ ëiíié çâ'ÿçêó âiä A äî B. Êîëè àáîíåíò õî÷å çâ'ÿçàòèñÿ çi
ñòàíöi¹þ B, éîìó âèäiëÿ¹òüñÿ âiëüíà â öåé ìîìåíò ëiíiÿ, ùî ñòà¹ çàéíÿòîþ
äî êiíöÿ ðîçìîâè; ÿêùî âiëüíèõ ëiíié íåìà¹, âií îòðèìó¹ âiäìîâó. Ìîæíà
ïðîêëàñòè 500 ëiíié, � òîäi âiäìîâ íå áóäå, àëå öå íàäòî äîðîãî, ïðè÷îìó,
íàïåâíå, ìàéæå âåñü ÷àñ âåëèêà êiëüêiñòü ëiíié çàëèøàòèìåòüñÿ íåïîòðiáíîþ,
õî÷à ¨õ îáñëóãîâóâàííÿ (îãëÿä, ðåìîíò) âèìàãà¹ êîøòiâ.
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Òîìó êiëüêiñòü ëiíié îáèðàþòü ç iíøèõ ìiðêóâàíü, � âîíà ìà¹ áóòè òàêîþ,
ùîá éìîâiðíiñòü âiäìîâè íå ïåðåâèùóâàëà ïåâíî¨ ¾äîñòàòíüî ìàëî¨¿ âåëè÷èíè
(òî÷íå çíà÷åííÿ òàêî¨ ïîðîãîâî¨ éìîâiðíîñòi � iíøå ïèòàííÿ) � íàïðèêëàä,
0.01. Ðîçãëÿäàþòü íàéáiëüø íàïðóæåíó ãîäèíó äîáè � ïðîòÿãîì ÿêî¨ éìîâið-
íiñòü âèêëèêó âiä êîæíîãî àáîíåíòà ìàêñèìàëüíà. Ââàæà¹ìî öþ éìîâiðíiñòü
îäíàêîâîþ � íàïðèêëàä, 1

60 , òîáòî â ñåðåäíüîìó àáîíåíò ïîòðåáó¹ 1 õâ. ðîç-
ìîâè â ãîäèíó, � à âèêëèêè íåçàëåæíèìè. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ìîìåíòó öi¹¨
ãîäèíè çàãàëüíà êiëüêiñòü µ âèêëèêiâ, à îòæå, i ëiíié, ïîòðiáíèõ àáîíåíòàì,
ÿêi çðîáèëè öi âèêëèêè � ÂÂ, êiëüêiñòü ¾óñïiõiâ¿ ó n = 500 Í/Ç âèïðîáóâà-
ííÿõ ç éìîâiðíiñòþ ¾óñïiõó¿ p = 1

60 â êîæíîìó âèïðîáóâàííi.
Çíà÷èòü, ÂÂ µ ìà¹ áiíîìíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè n = 500, p = 1

60 :

P{µ = m} = B500; 1
60

(m) = Cm
500(

1
60)

m
(59

60)
500−m

, m = 0, 500
ßêùî k � êiëüêiñòü ëiíié, òî ïîäiÿ ¾ó çâ'ÿçêó âiäìîâëåíî¿ � µ > k.

Éìîâiðíiñòü ¨¨, P{µ > k} =
500∑

m=k+1

P{µ = m} =
500∑

m=k+1

Cm
500(

1
60)

m
(59

60)
500−m

.

Øóêà¹ìî íàéìåíøå k òàêå, ùîá öÿ ñóìà íå ïåðåâèùóâàëà 0.01. Äëÿ îá÷è-
ñëåíü çíàõîäÿòü Bn;p(m) ïðè ¾âåëèêèõ¿ n i m, àëå áåçïîñåðåäíüî öå ðîáèòè
ñêëàäíî. Òîìó âèêîðèñòîâóþòü íàáëèæåííÿ Bn;p(m).

Ðîçãëÿíåìî 2 íàáëèæåííÿ òàêîãî òèïó. Ùîá îïèñàòè ¨õ, ðîçøèðèìî ïîíÿò-
òÿ ÂÁ � iç ôiêñîâàíèìè êiëüêiñòþ âèïðîáóâàíü òà éìîâiðíiñòþ ¾óñïiõó¿ � äî
ñåði¨ ÂÁ (ÑÂÁ): ïîñëiäîâíîñòi ÑÅ (1-é, 2-é, ..., n-é, ...), ùî ìàþòü íàñòóïíèé
âèãëÿä: • 1-é: ÂÁ(1; p1) • 2-é: ÂÁ(2; p2) • ... • n-é: ÂÁ(n; pn) • ...

Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàìiñòü pn ïèøóòü ïðîñòî p.
Ïîíÿòòÿ ÑÂÁ íàäà¹ çìiñò òâåðäæåííÿì ¾âåëèêà êiëüêiñòü âèïðîáóâàíü¿

i ¾ìàëà éìîâiðíiñòü óñïiõó¿ � n→∞ i p −−−→
n→∞

0 âiäïîâiäíî.

ÒÅÎÐ. (Ïóàññîíà). Íåõàé np −−−→
n→∞

λ > 0. Òîäi äëÿ êîæíîãî m ∈ Z+:

Bn;p(m) = Cm
n p

m(1− p)n−m −−−→
n→∞

λm

m! e
−λ

ÇÀÓÂ. Íà ïðàêòèöi ò. Ïóàññîíà âèêîðèñòîâóþòü (òîáòî çàìiñòü Bn;p(m)
áåðóòü λm

m! e
−λ), êîëè n íå ìåíøå êiëüêîõ ñîòåíü (â ãiðøîìó âèïàäêó � êiëü-

êîõ äåñÿòêiâ), à λ = np 6 10; òîäi ïîõèáêà |Bn;p(m) − λm

m! e
−λ| ââàæà¹òüñÿ

íåçíà÷íîþ. ßêùî np > 10, êðàùå çàñòîñóâàòè ëîêàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó.

Âèêîðèñòà¹ìî ò. Ïóàññîíà â ÇÏÒË. n = 500 � ¾âåëèêå¿, p = 1
60 ¾ìàëå¿,

à λ = np = 500
60 = 25

3 = 81
3 < 10. Çàìiíèìî ðîçïîäië Bn;p ÂÂ µ � êiëüêîñòi

âèêëèêiâ � íà ðîçïîäië Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ. Òîäi éìîâiðíiñòü âiäìîâè,

P{µ > k} =
500∑

m=k+1

λm

m! e
−λ <

∞∑
m=k+1

λm

m! e
−λ = 1−

k∑
m=0

λk

m!e
−λ = f(k)

íàéìåíøå k, äëÿ ÿêîãî f(k) 6 0.01, äîðiâíþ¹ 16.
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Öå ìîæíà îòðèìàòè, âiäíiìàþ÷è âiä îäèíèöi λ
0

0! e
−λ, λ

1

1! e
−λ, ..., ïîêè íå çà-

ëèøèòüñÿ ÷èñëî, 6 0.01. Çíà÷åííÿ λm

m! e
−λ îá÷èñëþþòü ÷è áåðóòü ç òàáëèöi.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ òîãî, ùîá éìîâiðíiñòü âiäìîâè íå ïåðåâèùóâàëà 1%,
äîñòàòíüî ïðîêëàñòè 16 ëiíié çâ'ÿçêó.

ÒÅÎÐ. (Ëîêàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà). Íåõàé npq −−−→
n→∞

∞, äå q =

1− p, à C > 0 � êîíñòàíòà. Òîäi äëÿ m ∈ Z+ òàêèõ, ùî |m−np√
npq | 6 C:

Bn;p(m) = Cm
n p

m(1− p)n−m ∼ 1√
2πnpq

e−
1
2 ·

(m−np)2
npq ïðè n→∞

(òîáòî âiäíîøåííÿ öèõ âåëè÷èí ïðÿìó¹ äî 1, êîëè n→∞).

ÒÅÎÐ. (Iíòåãðàëüíà òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà (1812) � âàðiàíò

öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè). Íåõàé µ =
n∑
k=1

µk � êiëüêiñòü ¾óñïiõiâ¿

ó ÂÁ(n; p), p ∈ (0; 1). Òîäi
∀x1, x2 ∈ R1 (x1<x2): P

{
x1 <

µ−np√
npq < x2

}
−−−→
n→∞

−−−→
n→∞

1√
2π

x2∫
x1

e−
t2

2 dt = P{x1 < η < x2}, äå η ∼ N0;1

10. Äèñêðåòíi ðîçïîäiëè íà R1

REC. Äèñêðåòíèì ðîçïîäiëîì (ÄÐ) íà Rn íàçèâàþòü íåâiä'¹ìíó ôóíêöiþ
P : X → R+, çàäàíó íà äèñêðåòíié X ⊂ Rn, òàêó, ùî

∑
x∈X

P (x) = 1. Âîíà ïî-

ðîäæó¹ äèñêðåòíèé éìîâiðíiñíèé ðîçïîäië (ÄÉÐ) P (·) � ôóíêöiþ ìíîæèíè,
ùî ¹ éìîâiðíiñòþ ÄÉÏ {X;P}, äå ∀A ⊆ X: P (A) =

∑
x∈A

P (x).

1. Áiíîìíèé ðîçïîäië (ç ïàðàìåòðàìè (n; p)) � Bn;p(·)
Ìà¹ 2 ïàðàìåòðè � n ∈ N òà p ∈ (0; 1). Çàäàíèé íà X = {0; 1; ...;n}.
∀k ∈ X: Bn;p(k) = Ck

np
k(1− p)n−k. Çà ôîðìóëîþ áiíîìà Íüþòîíà

n∑
k=0

Bn;p(k) =
(
p+ (1− p)

)n
= 1. Öåé ðîçïîäië âèíèêà¹ ó çâ'ÿçêó ç ÂÁ.

2. Ðîçïîäië Ïóàññîíà (ç ïàðàìåòðîì λ) � Pλ(·)
Ìà¹ 1 ïàðàìåòð � λ > 0. Çàäàíèé íà X = Z+. ∀k ∈ X: Pλ(k) = λk

k! e
−λ.

Öå òàêîæ ðîçïîäië, àäæå
∞∑
k=0

P (k) = e−λ
∞∑
k=0

λk

k! = e−λ · eλ = 1. Ââàæàþòü,

ùî êiëüêiñòü ïîäié ó ïåâíèõ åêñïåðèìåíòàõ � íåâiä'¹ìíà öiëà ÂÂ � ìà¹ òà-
êèé ðîçïîäië; íàïðèêëàä, êiëüêiñòü ñïðàöþâàíü ëi÷èëüíèêà Ãåéãåðà, âèêëèêiâ
àáîíåíòiâ, àâàðié íà äàíîìó ïðîìèñëîâîìó îá'¹êòi òîùî.
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3. Ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië (ç ïàðàìåòðîì p) � Pp(·)
Ìà¹ 1 ïàðàìåòð � p ∈ (0; 1). Çàäàíèé íà X = Z+.

∀k ∈ X: Pp(k) = p(1− p)k.
∞∑
k=0

P (k) = p
∞∑
k=0

(1− p)k � ñóìà íåñêií÷åííî¨

ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ iç çíàìåííèêîì (1− p), äîðiâíþ¹ p · 1
1−(1−p) = p

p = 1.
Öåé ðîçïîäië îïèñó¹ âàæëèâèé òèï ÑÅ, ïîâ'ÿçàíîãî iç ÂÁ. Òàêèé ÑÅ ïî-

ëÿãà¹ ó ïîñëiäîâíîìó ïðîâåäåííi äî ïåðøîãî óñïiõó Í/Ç âèïðîáóâàíü ç äâîìà
ðåçóëüòàòàìè (óñïiõ òà íåâäà÷à) i íåçìiííîþ éìîâiðíiñòþ óñïiõó � p.

Àáè âñòàíîâèòè çâ'ÿçîê òàêîãî ÑÅ ç ãåîìåòðè÷íèì ðîçïîäiëîì, ïîáóäó¹ìî
éîãî ÌàòÌîä. Öå áóäå ÄÉÏ {Ω;P}, äå Ω = {1; 01; 001; ...; 00...01; ...} (ÅÏ ω =
00...0︸ ︷︷ ︸
m íóëiâ

1 îçíà÷à¹, ùî ïåðåä ïåðøèì óñïiõîì áóëî ðiâíî m íåâäà÷). Îñêiëüêè

âèïðîáóâàííÿ Í/Ç, òîáòî ÂÂ {µi} � ðåçóëüòàò i-ãî âèïðîáóâàííÿ � Í/Ç (â

ñóêóïíîñòi), i µi ∼
(

0 1
q p

)
, òî ïðèðîäíüî ââàæàòè P (ω) = P (00...0︸ ︷︷ ︸

m íóëiâ

1) =

P{µ1 = 0, ..., µm = 0, µm+1 = 1} =
= P{µ1 = 0} × ...× P{µm = 0} · P{µm+1 = 1} = (1− p)mp

Îòæå, ÄÉÏ {Ω;P} ìîäåëþ¹ äàíèé ÑÅ, i ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië � öå
ðîçïîäië ÂÂ ξ, çàäàíî¨ íà öüîìó ÄÉÏ òàê: ξ(ω) = ξ(00...0︸ ︷︷ ︸

m íóëiâ

1) = m.

ÂÂ ξ íàçèâàþòü ÷àñîì î÷iêóâàííÿ ïåðøîãî ¾óñïiõó¿.

Âiäìiòèìî âëàñòèâiñòü öüîãî ÑÅ, ò.ç. ¾âiäñóòíiñòü ïàì'ÿòi (àáî ïiñëÿäi¨)¿.
ßê ïîáà÷èìî äàëi, öÿ âëàñòèâiñòü ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ äëÿ ãåîìåòðè÷íîãî
ðîçïîäiëó: êîëè äåÿêèé ðîçïîäië ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü, âií ¹ ãåîìåòðè÷íèì.

ÎÇÍ. Ãîâîðÿòü, ùî ÂÂ ξ : Ω → Z+ ìà¹ âëàñòèâiñòü âiäñóòíîñòi ïiñëÿäi¨
(ÂÂÏ), ÿêùî ∀n ∈ N, ∀m ∈ Z+: P{ξ = n+m/ξ > n} = P{ξ = m}.

(iíôîðìàöiÿ ïðî òå, ùî ïåðøi n âèïðîáóâàíü çàêií÷èëèñü ¾íåâäà÷åþ¿, íå
çìiíþ¹ ïðîãíîçó ùîäî êiëüêîñòi âèïðîáóâàíü äî ïåðøîãî ¾óñïiõó¿).

ÒÅÎÐ. (Ïðî âiäñóòíiñòü ïiñëÿäi¨ ãåîìåòðè÷íîãî ðîçïîäiëó). ÂÂ
ξ : Ω→ Z+ ìà¹ ÂÂÏ òîäiäîò êîëè âîíà ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië.

J • Íåõàé ÂÂ ξ ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì p ∈ (0; 1):
Pξ(k) = P{ξ = k} = (1− p)kp, k ∈ Z+

Òîäi ∀n ∈ N, ∀m ∈ Z+: P{ξ = n+m/ξ > n} = P{ξ=n+m,ξ>n}
P{ξ>n} = P{ξ=n+m}

∞∑
k=n

P{ξ=k}
=

(1−p)n+mp
∞∑
k=n

(1−p)kp
= (1−p)n+m

(1−p)n
1−(1−p)

= (1− p)mp = P{ξ = m}, òîáòî ξ ìà¹ ÂÂÏ.
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• Íåõàé ÂÂ ξ ìà¹ ÂÂÏ. ∀n ∈ N, ∀m ∈ Z+:
P{ξ = n+m/ξ > n} = P{ξ = m} ⇔ P{ξ=n+m,ξ>n}

P{ξ>n} =

= P{ξ = m} ⇔ P{ξ=n+m}
P{ξ>n} = P{ξ = m} ⇔

⇔ P{ξ = n+m} = P{ξ > n} · P{ξ = m}. Âiçüìåìî n = 1:
P{ξ = m+1} = P{ξ > 1}·P{ξ = m} = (1−P{ξ = 0})P{ξ = m}. Ïîçíà÷èâøè
P{ξ = 0} = p, ìà¹ìî: P{ξ = m+ 1} = (1− p)P{ξ = m}.

Òîäi ∀k ∈ N: P{ξ = k} = (1 − p)P{ξ = k − 1} = (1− p)2P{ξ = k − 2} =

... = (1− p)kP{ξ = 0} = (1− p)kp, òîáòî ÂÂ ξ ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië (ç
ïàðàìåòðîì p = P{ξ = 0}). I

Â äîâåäåííi íåîáõiäíîñòi âèêîðèñòîâóâàëè ÂÂÏ òiëüêè ïðè n = 1: ÿêùî
¾ïàì'ÿòü âòðà÷à¹òüñÿ¿ ïiñëÿ îäíîãî âèïðîáóâàííÿ, òî òèì áiëüøå ¨¨ íåìà¹
ïiñëÿ äîâiëüíî¨ ¨õ êiëüêîñòi.

4. Âiä'¹ìíèé áiíîìíèé ðîçïîäië (ç ïàðàìåòðàìè (r; p)) � Pr;p(·)
Ìà¹ 2 ïàðàìåòðè � r ∈ N òà p ∈ (0; 1). Çàäàíèé íà X = Z+.

∀k ∈ X: Pr;p(k) = Cr−1
k+r−1p

r(1− p)k
Öåé ðîçïîäië îïèñó¹ ÑÅ, ÿêèé óçàãàëüíþ¹ ïîïåðåäíié i ïîëÿãà¹ ó ïîñëi-

äîâíîìó ïðîâåäåííi äî r-ãî óñïiõó Í/Ç ÂÁ ç éìîâiðíiñòþ óñïiõó p â êîæíîìó
âèïðîáóâàííi. ÌàòÌîä äàíîãî ÑÅ ¹ ÄÉÏ {Ω;P}, äå Ω � ìíîæèíà âñiõ ñêií-
÷åííèõ áiíàðíèõ êîäiâ, ùî ìiñòÿòü ðiâíî r ¾1¿ i çàêií÷óþòüñÿ ¾1¿ (i-é ñèìâîë
ω ∈ Ω êîäó¹ ðåçóëüòàò i-ãî âèïðîáóâàííÿ � óñïiõ (1) / íåâäà÷à (0)), à éìî-
âiðíiñòü P çàäàíà òàê: ∀ω ∈ Ω P (ω) = pr(1− p)ν(ω), äå ν(ω) � êiëüêiñòü ¾0¿
â ω, êiëüêiñòü íåâäà÷ äî r-ãî óñïiõó. ÂÂ ν : Ω → Z+ ìà¹ âiä'¹ìíèé áiíîìíèé
ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (r; p), àäæå Pν(k) = P{ν = k} =

∑
ω∈Ω: ν(ω)=k

P (ω) =

pr(1− p)k · [êiëüêiñòü ÁÊ ç r − 1 ¾1¿ òà k ¾0¿] = Cr−1
r−1+kp

r(1− p)k (ðîçòàøó-
âàííÿ r-¨ ¾1¿ ôiêñîâàíå � îñòàííié ñèìâîë êîäó).

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå öåé ÑÅ i îòðèìó¹ìî ùå ñïîñiá ïîáóäîâè ÂÂ ç ÂÁÐ:

ÒÅÎÐ. Íåõàé ξ1, ξ2, ..., ξr � Í/Ç ÂÂ, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé

ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì p. Òîäi ÂÂ η =
r∑
i=1

ξi ìà¹ ÂÁÐ ç ïàðàìåòðàìè (r; p).

5. Ãiïåðãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië, ç ïàðàìåòðàìè (N ;M ;n) � PN ;M ;n(·)
Ìà¹ 3 ïàðàìåòðè � N ∈ N,M ∈ Z+ òà n ∈ N, äåM 6 N i n 6 N . Çàäàíèé

íà ìíîæèíi X = {m0;m0 + 1; ...;m1 − 1;m1}, äå m0 = max{0;n − N + M},
m1 = min{n;M}.

∀m ∈ X: PN ;M ;n(m) =
Cm
MC

n−m
N−M

Cn
N

.
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Ïåðåâiðèìî, ùî öå äiéñíî ðîçïîäië. Íåõàé ó íàñ ¹ N ðiçíèõ îá'¹êòiâ, ñåðåä
ÿêèõ M ìàþòü ïåâíó ¾îçíàêó¿, à ðåøòà N −M � íi. ÑÅ ïîëÿãà¹ ó âèáîði
íàâìàííÿ n ç íèõ. Ïðîíóìåðóâàâøè óñi îá'¹êòè ÷èñëàìè 1, 2, ..., N òàê, ùîá
ïåðøi M íîìåðiâ îòðèìàëè îá'¹êòè ç ¾îçíàêîþ¿, çàïðîïîíó¹ìî ÌàòÌîä �
ÊÌ {Ω;P}, äå Ω = {{x1; ...;xn} | xi = 1, N ; i = 1, n;xi 6= xj, i 6= j}, n(Ω) =
Cn
N . ÂÂ ξ = ξ(ω) : Ω → Z+ íà öüîìó ÄÉÏ � êiëüêiñòü îá'¹êòiâ ç ¾îçíàêîþ¿

ñåðåä âèáðàíèõ, òîáòî êiëüêiñòü ÷èñåë âiä 1 äî M â ω. Òîäi Pξ(m) = P{ξ =
m} = P (Am), äå Am � ïîäiÿ ¾ñåðåä âèáðàíèõ îá'¹êòiâ ðiâíîm � ç �îçíàêîþ�¿.

Ñåðåä âèáðàíèõ îá'¹êòiâ òèõ, ùî ç ¾îçíàêîþ¿, íå áiëüøå, íiæ óñüîãî âè-
áðàíî (n), i íå áiëüøå, íiæ óñüîãî îá'¹êòiâ ç ¾îçíàêîþ¿ (M), òîáòî m 6 n i
m 6 M , òàê ùî m 6 min{n;M} = m1. Ç iíøîãî áîêó, îá'¹êòiâ ç ¾îçíàêîþ¿
ñåðåä âèáðàíèõ íå ìåíøå, íiæ 0, à áåç ¾îçíàêè¿ � íå áiëüøå, íiæ óñüîãî
îá'¹êòiâ áåç ¾îçíàêè¿, òîáòî n − m 6 N −M ⇔ m > n − N + M , òàê ùî
m > max{0;n−N +M} = m0.

m = m0,m1. Çà ÔÊÉ P (Am) = n(Am)
n(Ω) , à n(Am) = Cm

MC
n−m
N−M . Òîìó ÂÂ ξ

ìà¹ âêàçàíèé ðîçïîäië, i öå äiéñíî ðîçïîäië, òàê ÿê
m1∑

m=m0

Pξ(m) =
min{n;M}∑

m=max{0;n−N+M}
P (Am) =

∑
ω∈Ω

P (ω) = 1

ÒÅÎÐ. (Ïðî ãðàíè÷íó ïîâåäiíêó ãiïåðãåîìåòðè÷íîãî ðîçïîäiëó).
Íåõàé n ∈ N � ôiêñîâàíå, à (N ;M) → (+∞; +∞) òàê, ùî M

N → p ∈ (0; 1).
Òîäi PN ;M ;n(m)→ Bn;p(m) = Cm

n p
m(1− p)n−m, m = 0, n.

Ïðè âåëèêèõ N i M ïðîãíîç ùîäî ðåçóëüòàòó îäíî÷àñíîãî âèáîðó n îá'-
¹êòiâ iç N ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïðîãíîçó ùîäî ðåçóëüòàòó n ïîñëiäîâíèõ
âèáîðiâ îäíîãî îá'¹êòà iç N ç ïîâåðíåííÿì.

Ïðè ìàëèõ N i M öi ïðîãíîçè � éìîâiðíîñòi � ìîæóòü ñèëüíî âiäðiçíÿ-
òèñü: íàïðèêëàä, äëÿ N = 2, M = 1 òà n = 2 � êîëè âiäðàçó âèáèðà¹ìî
2 îá'¹êòè, òî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñåðåä íèõ ðiâíî îäèí ç ¾îçíàêîþ¿, ñòàíî-
âèòèìå 1 (âçÿëè âñi N îá'¹êòiâ, ñåðåä íèõ òî÷íî M ç ¾îçíàêîþ¿), à êîëè 2
ðàçè âèáèðà¹ìî 1 îá'¹êò ç ïîâåðíåííÿì, òî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ðiâíî 1 ðàç
âèáðàëè îá'¹êò ç ¾îçíàêîþ¿, äîðiâíþâàòèìå B2; 12

(1) = C1
2(1

2)
2

= 1
2 .
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Ïîçíà÷åííÿ

ÎÇÍ. � Îçíà÷åííÿ.
REC. � Íàãàäóâàííÿ.
ÒÂ. � Òâåðäæåííÿ.
ÇÀÓÂ. � Çàóâàæåííÿ.
ÏÐ. � Ïðèêëàä.
Â. � Âëàñòèâiñòü.
Í. � Íàñëiäîê.
ËÅÌÀ. � Ëåìà.
ÒÅÎÐ. � Òåîðåìà.
J � Ïî÷àòîê äîâåäåííÿ.
I � Êiíåöü äîâåäåííÿ.
òîäiäîò � òîäi é òiëüêè òîäi.⊗

� ïðîòèði÷÷ÿ.
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