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Вступ

Мета клiєнта, який укладає договiр страхування зi страхо-
вою компанiєю, — уникнути фiнансових втрат, пов’язаних iз ви-
падковiстю настання тих чи iнших небажаних подiй (страхових
випадкiв): пожеж, повеней, транспортних пригод, смертi застра-
хованого та iн. До укладання договору страхування клiєнт має
певний ризик, який може призвести до випадкових втрат розмi-
ром X (а може й не призвести до них, у такому випадку X = 0).
Уклавши договiр страхування зi страховою компанiєю, клiєнт за
певну плату p купує страховий захист, тобто за плату p клiєнт
уникає можливих втрат, пов’язаних зi страховим випадком, якi
хоча й малоймовiрнi, але для клiєнта можуть бути катастрофi-
чно великими. Зазначимо, що при цьому ризик не зникає — його
за плату p перебирає на себе страхова компанiя. Тому фiнансо-
вий ризик i пов’язана з ним небезпека банкрутства — характернi
особливостi роботи кожної страхової компанiї.

Забезпечення фiнансової стiйкостi страхової компанiї перед-
бачає зусилля як її керiвникiв, так i економiстiв, юристiв, ма-
тематикiв. Математичнi аспекти цiєї задачi вивчають у теорiї
ризику. Вони дозволяють кiлькiсно оцiнювати фiнансовi ризики
в дiяльностi страхової компанiї.

Математичною основою теорiї ризику є теорiя ймовiрностей
та математична статистика.

Iндивiдуальнi позови. Елементарною складовою части-
ною фiнансового ризику страхової компанiї є iндивiдуальний
позов клiєнта до страхової компанiї, тобто сума, необхiдна для
вiдшкодування втрат, спричинених страховим випадком.

У теорiї ризику ми будемо розглядати величину X iндивiду-
ального позову, який вимiрюють у грошових одиницях.

Договiр страхування може призвести як до одного позову
(наприклад, договiр страхування життя), так i до декiлькох (на-
приклад, у разi страхування автомобiля протягом термiну дiї
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договору автомобiль може кiлька разiв потрапити в дорожньо-
транспортну пригоду).

Основнi припущення щодо величини X iндивiдуального по-
зову такi:

1) величина позову X є випадковою величиною;
2) випадковi величини, якi описують iндивiдуальнi позови,

належать до певних класiв випадкових величин (вони мають
адекватно описувати величини позовiв до страхової компанiї).

Моделi процесу надходження позовiв. Страховi випад-
ки вiдбуваються у випадковi моменти часу. Випадковiсть мо-
ментiв настання страхового випадку так само важливо врахову-
вати, як i величину позову. Щодо моментiв настання страхових
випадкiв i величин позовiв припускатимемо, що вони незалежнi
(у теоретико-ймовiрнiсному сенсi).

Надходження позовiв, як правило, адекватно описується пу-
ассонiвським процесом. У пуассонiвiй моделi надходження по-
зовiв i iнтервали мiж ними: T1, T2−T1, T3−T2, . . . — незалежнi,
однаково розподiленi випадковi величини, кожна з яких має по-
казниковий розподiл iз параметром λ (λ > 0):

p(x) =
{
λe−λx, x > 0,
0, x ≤ 0.

Параметр λ називається iнтенсивнiстю пуассонiвського процесу.
Часто становить iнтерес загальне число позовiв ν(t) за де-

який iнтервал часу t. Iмовiрнiснi характеристики ν(t) визнача-
ються за ймовiрнiсними характеристиками моментiв настання
страхових випадкiв. Зокрема, якщо процес надходження позовiв
пуассонiв з iнтенсивнiстю λ, то величина ν(t) має пуассонiвський
розподiл з параметром λt.

Моделi банкрутства. Фiнансовий стан страхової компанiї,
зокрема ймовiрнiсть банкрутства, визначається iндивiдуальни-
ми позовами й моментами їх надходження.

Якщо в деякий момент часу t до страхової компанiї надiйшов
позов величиною X i при цьому в момент t капiтал компанiї
дорiвнює ut, то при

ut ≥ X
компанiя виконає свої зобов’язання перед клiєнтом, а при

ut < X

вона не зможе сплатити позов, i в цьому випадку матиме мiсце
банкрутство компанiї (хоча компанiя може уникнути банкрут-
ства, позичивши для виплати вiдсутню суму X − ut).
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Iмовiрнiсть банкрутства становить основний iнтерес для
страхової компанiї. У навчальному посiбнику розглянута низ-
ка моделей для обчислення ймовiрностi банкрутства: модель iн-
дивiдуального ризику, модель колективного ризику, динамiчна
модель банкрутства.

Мод е л ь i н д и в i д у а л ь н о г о р и з и к у. Найпростiша з мо-
делей будується за таких припущень.

1) Розглядається фiксований, вiдносно короткий iнтервал ча-
су (як правило, один рiк) так, щоб можна було знехтувати iн-
фляцiєю та не враховувати прибуток вiд iнвестування.

2) Плата за страховку повнiстю вноситься на початку перi-
оду (жодних надходжень протягом цього перiоду немає), а всi
розрахунки вiдбуваються в кiнцi року.

3) Число договорiв страхування N фiксоване (не випадкове).
4) Позови Xi, i = 1, 2, . . . N за договорами — незалежнi ви-

падковi величини (не обов’язково однаково розподiленi).
У припущеннях 1–4 значення сумарного позову до страхової

компанiї за N договорами дорiвнює

SN = X1 +X2 + . . .+XN .

Якщо u — капiтал компанiї, то ймовiрнiсть банкрутства дорiв-
нює

R = P{SN > u}.
У цiй моделi явно враховуються позови, пов’язанi з кожним iн-
дивiдуальним договором, тому вона називається моделлю iнди-
вiдуального ризику.

Зазначимо, що модель iндивiдуального ризику не дає можли-
востi оцiнити

1) момент банкрутства;
2) величину капiталу SN − u, якої бракує для виконання фi-

нансових зобов’язань перед клiєнтами (виплати за позовами).
Мод е л ь к о л е к т и в н о г о р и з и к у. У моделi колективно-

го ризику виконуються припущення 1 i 2 моделi iндивiдуального
ризику, але весь портфель договорiв страхування розглядається
як єдине цiле (один “великий” договiр, який може породжувати
низку позовiв). При цьому позови, що надходять, не пов’язують
iз конкретними договорами — їх розглядають як позови порт-
феля договорiв.

У моделi колективного ризику основною характеристикою
портфеля договорiв є не кiлькiсть N укладених договорiв, а
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число ν позовiв за перiод, що розглядається, при цьому кожен
позов Yi, i = 1, 2, . . . , ν ненульовий. Число позовiв ν до страхо-
вої компанiї є випадковою величиною, що, як правило, адеква-
тно описується пуасcоновим

P{ν = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . . ;λ > 0

або вiд’ємним бiномним розподiлом

P{ν = k} = Cr−1
k+r−1p

r(1− p)k, k = 0, 1, 2, . . . ,

де r — фiксоване й вiдоме.
Iнша вiдмiннiсть моделi колективного ризику вiд моделi iн-

дивiдуального ризику полягає в припущеннi, що величини по-
зовiв Y1, Y2, . . . є однаково розподiленими випадковими вели-
чинами. Зазначимо, що випадковi величини Yi описують тiльки
позови, якi реально надiйшли, а тому на вiдмiну вiд позовiв за
договорами Xj у моделi iндивiдуального ризику ( Xj — позов
за j-м договором) строго додатнi. Сумарний позов до страхової
компанiї за даний перiод дорiвнює

Sν = Y1 + Y2 + . . .+ Yν

(число доданкiв ν — випадкова величина).
Iмовiрнiсть банкрутства компанiї дорiвнює

R = P{Sν > u},

де u — капiтал компанiї на кiнець перiоду дiї договору страху-
вання.

Дин ам i ч н а м о д е л ь б а н к р у т с т в а. У динамiчнiй мо-
делi банкрутства на вiдмiну вiд статичних моделей робота стра-
хової компанiї розгортається в часi.

Найпростiша динамiчна модель описується процесом надхо-
дження премiй i процесом страхових виплат. Премiя — це вар-
тiсть страхового захисту за певним страховим договором (стра-
ховий захист — компенсацiя витрат клiєнта в разi настання стра-
хового випадку). Премiї надходять набагато частiше, нiж подаю-
ться позови. Величина премiї набагато менша величини позову,
тому надходження премiй можна розглядати як детермiнований
процес, який задається одним параметром — швидкiстю надхо-
дження премiй (позначимо її через c). Якщо в деякий момент
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часу t компанiя мала капiтал ut i до моменту t + h позови не
надходили, то капiтал компанiї в момент t+h буде дорiвнювати

ut+h = ut + ch

(як i ранiше не враховуватимемо вiдсотки на капiтал та iнфля-
цiю).

Позначимо моменти надходження позовiв через T1, T2, . . ., а
величини вiдповiдних позовiв через Y1, Y2, . . ., тодi змiни капiта-
лу компанiї з часом можна описати так. У момент t = 0 компанiя
має початковий капiтал u0 = u. До моменту T1 подання першого
позову капiтал зростає до величини

u+ cT1.

У момент T1 компанiя сплачує позов Y1 i ї ї капiтал у цей момент
зменшується до величини

u+ cT1 − Y1.

Вiд моменту T1 надходження першого позову до моменту T2 по-
дання другого позову капiтал збiльшується на суму c(T2 − T1) i
досягає величини

(u+ cT1 − Y1) + c(T2 − T1) = u+ cT2 − Y1.

У момент T2 компанiя сплачує позов величиною Y2 i капiтал у
цей момент зменшується до

u+ cT2 − Y1 − Y2 = u+ cT2 − (Y1 + Y2).

Вiд моменту T2 надходження другого позову до моменту T3 по-
дання третього позову капiтал збiльшується на суму c(T3 − T2)
i досягає величини

u+ cT2 − (Y1 + Y2) + c(T3 − T2) = u+ cT3 − (Y1 + Y2).

У момент T3 компанiя сплачує позов величиною Y3 i капiтал у
цей момент зменшується:

u+ cT3 − (Y1 + Y2)− Y3 = u+ cT3 − (Y1 + Y2 + Y3)

i т. д. У момент Tn пiсля виплати n-го позову капiтал компанiї
становить

u+ cTn − (Y1 + Y2 + . . .+ Yn).
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Отже, компанiя не збанкрутує до моменту n, якщо

u+ cTj − (Y1 + Y2 + . . .+ Yj) ≥ 0

для всiх j = 1, 2, . . . , n.
У момент часу n вiдбувається банкрутство компанiї, якщо

u+ cT1 − Y1 ≥ 0,

u+ cT2 − (Y1 + Y2) ≥ 0,

...

u+ cTn−1 − (Y1 + Y2 + . . .+ Yn−1) ≥ 0,

u+ cTn − (Y1 + Y2 + . . .+ Yn−1 + Yn) < 0.

Iмовiрнiсть банкрутства в динамiчнiй моделi дорiвнює

R(u) = 1− P

{ ∞⋂
n=1

{u+ cTn − (Y1 + Y2 + . . .+ Yn) ≥ 0}

}
.
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Роздiл 1

Математичнi моделi
iндивiдуальних позовiв

1.1. Дискретнi моделi
iндивiдуальних позовiв

Як математичну модель iндивiдуального позову за даним до-
говором розглядатимемо випадкову величину, позначатимемо її
через X. Iндивiдуальний позов (випадкова величина) X з дода-
тною ймовiрнiстю набуває значення 0:

P{X = 0} = p0 > 0,

iнакше кажучи, розподiл PX випадкової величини X має атом
у точцi 0.

Якщо випадкова величина X, що описує iндивiдуальний по-
зов, набуває скiнченного або злiченного числа значень, то X
називатимемо дискретною моделлю iндивiдуального позову.

Дискретнi випадковi величини та їх числовi характе-
ристики. Розподiлом дискретної випадкової величиниX зi зна-
ченнями в R1 називатимемо функцiю

PX : bi → PX(bi), bi ∈ B ⊂ R1,

означену на множинi B рiзних можливих значень випадкової
величини X, що ставить у вiдповiднiсть кожному можливому
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значенню bi ∈ B iмовiрнiсть

PX(bi) = P{X = bi},

з якою X набуває цього значення.
Розподiл дискретної випадкової величини X зi значеннями в

R1 часто записують у виглядi таблицi, у верхньому рядку якої
вказують рiзнi можливi значення випадкової величини, а в ни-
жньому — iмовiрностi, з якими цi значення набуваються:(

b0 b1 . . . bn . . .

p0 p1 . . . pn . . .

)
,

де P{X = bi} = pi, i = 0, 1, 2, . . .
За розподiлом випадкової величини X завжди можна визна-

чити її числовi характеристики: математичне сподiвання MX,
дисперсiю DX, середнє квадратичне вiдхилення σX , момент
MXk порядку k (якщо вони iснують).

Теорема 1.1.1. Нехай X — випадкова величина зi значен-
нями в R1; PX : bi → PX(bi) = pi, bi ∈ B ⊂ R1 — її розподiл;
f — функцiя на R1 зi значеннями в R1.

Якщо ряд
∞∑
i=0

f(bi)PX(bi) збiгається 1 абсолютно, то

Mf(X) =
∞∑
i=0

f(bi)PX(bi),

зокрема, якщо ряд
∞∑
i=0

biPX(bi) збiгається абсолютно, то

MX =
∞∑
i=0

biPX(bi).

Дисперсiя випадкової величини X за її розподiлом обчислю-
ється так:

DX = MX2 − (MX)2 =
∞∑
i=0

b2i pi −

( ∞∑
i=0

bipi

)2

.

1Термiн “збiгається” залежно вiд контексту вживається у сенсi росiйсько-
го “сходится” (англiйською “to converge”) або “совпадает” (англiйською “to
coincide”).
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Математичне сподiвання суми випадкового числа випадко-
вих величин обчислюється згiдно з теоремою Вальда.

Теорема 1.1.2. (тотожнiсть Вальда). Нехай X1, X2, . . .
— незалежнi, однаково розподiленi випадковi величини зi скiн-
ченними математичними сподiваннями MXi, i = 1, 2, . . .; ν —
невiд’ємна, цiлочислова випадкова величина зi скiнченним ма-
тематичним сподiванням Mν. Якщо ν не залежить вiд ви-
падкових величин X1, X2, . . ., то

MSν = M(X1 +X2 + . . .+Xν) = MX1Mν.

Дов е д е н н я .

MSν = M

(
Sν ,

∞⋃
k=1

{ν = k}

)
=
∞∑
k=1

M(Sν , {ν = k}) =

=
∞∑
k=1

M(Sk, {ν = k}) =
∞∑
k=1

MSkI{ν=k},

де M(Sν , A) = MSνIA. Оскiльки випадковi величини X1, X2, . . .
i ν незалежнi, то

∞∑
k=1

MSkI{ν=k} =
∞∑
k=1

MSkMI{ν=k} =
∞∑
k=1

MSk P{ν = k} =

=
∞∑
k=1

kMX1 P{ν = k} = MX1

∞∑
k=1

kP{ν = k} = MX1Mν.

Теорема доведена.

1.2. Структурованi моделi
iндивiдуальних позовiв

Структурування позову в договорах: один договiр
— один позов. У теорiї ризику зручно подавати (структу-
рувати) випадкову величину X (iндивiдуальний позов) у спе-
цiальному виглядi. Нехай X — величина iндивiдуального по-
зову за договором страхування (позначимо її значення через

11

bi, i = 1, 2, . . . , b0 = 0);

I =
{

1, якщо X > 0,
0, якщо X = 0,

— iндикатор подiї — "вiдбувся страховий випадок".
Означимо випадкову величину Y як величину реально по-

даного позову, коли страховий випадок вiдбувся (щоразу, коли
I набуває значення 1, страховий випадок вiдбувся). Далi ви-
падкова величина I описує настання страхового випадку, а Y
— величину реального позову. Цiлком природньо, що випадковi
величини I i Y незалежнi.

Випадковi величини виходячи з цього означення задоволь-
няють рiвнiсть

X = IY. (1.2.1)

Теорема 1.2.1. Якщо

P{X = bi} = pi, i = 0, 1, 2, . . . ,

— розподiл X, то розподiлом Y є

P{Y = bi} =
pi

1− p0
, i = 1, 2, . . .

Дов е д е н н я . Спочатку знайдемо розподiл I:

P{I = 0} = P{X = 0} = p0,

P{I = 1} = 1− P{I = 0} = 1− p0.

Далi для i = 1, 2, . . .

pi = P{X = bi} = P{IY = bi} = P{I = 1, Y = bi} =

= P{I = 1}P{Y = bi} = (1− p0)P{Y = bi}.
Звiдси

P{Y = bi} =
pi

1− p0
, i = 1, 2, . . .

Зазначимо, що

∞∑
i=1

P{Y = bi} =
∞∑
i=1

pi
1− p0

=
1

1− p0

∞∑
i=1

pi = 1.

12



З а у в ажен н я 1 . З рiвностi

∞∑
i=1

P{Y = bi} = 1

випливає, що Y з додатними ймовiрностями набуває тiльки зна-
чень b1, b2, . . .

З а у в ажен н я 2 . Розподiл Y збiгається з умовним розподi-
лом X за умови {X > 0}, тобто

P{Y = bi} = P{X = bi|X > 0}, i = 1, 2, . . .

Дiйсно, оскiльки

{X = bi} ⊂ {X > 0},

то
P{Y = bi} =

pi
1− p0

=
P{X = bi}
P{X > 0}

=

=
P{X = bi, X > 0}

P{X > 0}
= P{X = bi|X > 0}, i = 1, 2, . . .

Випадкова величина Y описує величину позову, якщо стра-
ховий випадок вiдбувся. Випадкову величину Y називатимемо
величиною дiйсно поданого позову.

Наслiдок. Функцiя розподiлу FY (x) дiйсно поданого позову
Y дорiвнює умовнiй функцiї розподiлу позову X вiдносно подiї
{X > 0}, тобто

FY (x) = P{Y < x} = P{X < x|X > 0}, x > 0,

FY (x) = 0, x ≤ 0.

Дов е д е н н я . Нехай x > 0. Тодi

FX(x) = 1−P{X ≥ x} = 1−P{IY ≥ x} = 1−P{I = 1}P{Y ≥ x} =

= 1− P{X > 0}P{Y ≥ x} = 1− P{X > 0}(1− P{Y < x}) =

= 1− P{X > 0}+ P{X > 0}P{Y < x}.
Звiдси

−P{X ≥ x} = −P{X > 0}+ P{X > 0}P{Y < x},
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P{X > 0} − P{X ≥ x} = P{X > 0}P{Y < x},

P{Y < x} =
P ({X > 0} \ {X ≥ x})

P{X > 0}
=

=
P{0 < X < x}
P{X > 0}

= P{X < x|X > 0}.

Очевидно, для x ≤ 0

FY (x) = P{X < x|X > 0} = 0.

Наслiдок доведено.
За розподiлом випадкових величин I та Y завжди можна

знайти розподiл X.

Теорема 1.2.2. Нехай(
1 0

1− p′0 p′0

)
— розподiл випадкової величини I,

P{Y = bi} = p′i, i = 1, 2, . . .

— розподiл випадкової величини Y . Тодi

P{X = 0} = p′0,

P{X = bi} = (1− p′0)p′i, i = 1, 2, . . .

Дов е д е н н я . Подiя {Y > 0} вiрогiдна, тому

P{X = 0} = P{IY = 0} = P{I = 0, Y > 0} = P{I = 0} = p′0.

Далi, враховуючи, що випадковi величини I та Y незалежнi,
маємо

P{X = bi} = P{IY = bi} = P{I = 1, Y = bi} =

= P{I = 1}P{Y = bi} = (1− p′0)p′i, i = 1, 2, . . .

Приклад 1.2.1. Розглянемо страхування життя на один
рiк з величиною страхової виплати b = 100 000 грн, iмовiрнiсть
смертi застрахованого q = 0, 0025. Знайти розподiли випадко-
вих величин I та Y .
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Ро з в ’ я з а н н я . Розподiлом X є(
0 100 000

0, 9975 0, 0025

)
.

Розподiлом I є (
0 1

0, 9975 0, 0025

)
.

Тодi

P{Y = 100 000} = P{X = 100 000|X > 0} =

=
P{X = 100 000}

P{X > 0}
=

0, 0025
1− 0, 9975

= 1.

Приклад 1.2.2. Розглянемо страхування життя на один
рiк з виплатою b1 = 500 000 грн у випадку смертi вiд неща-
сного випадку (ймовiрнiсть цiєї подiї q1 = 0, 0005) i виплатою
b2 = 100 000 грн у випадку смертi внаслiдок природних причин
(iмовiрнiсть цiєї подiї q2 = 0, 0020). Знайти розподiли величин
I та Y .

Ро з в ’ я з а н н я . Розподiлом X є(
0 100 000 500 000

0, 9975 0, 0020 0, 0005

)
.

Знайдемо розподiл I.

P{I = 1} = P{X > 0} =

= P{X = 500 000}+ P{X = 100 000} = 0, 0025,

P{I = 0} = P{X = 0} = 0, 9975,

тобто розподiлом I є(
0 1

0, 9975 0, 0025

)
.
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Тодi
P{Y = 500 000} = P{X = 500 000|X > 0} =

=
P{X = 500 000}

P{X > 0}
= 0, 2.

P{Y = 100 000} = P{X = 100 000|X > 0} =

=
P{X = 100 000}

P{X > 0}
= 0, 8,

отже, розподiлом Y є(
500 000 100 000

0, 2 0, 8

)
.

Структурування позову в договорах: один договiр —
декiлька позовiв. У деяких видах страхування один договiр за
час своєї дiї може породити декiлька позовiв (наприклад, дого-
вiр страхування автомобiля). У цьому випадку величину позову
X за даним договором зручно подати у виглядi

X = Y1 + Y2 + · · ·+ Yν , (1.2.2)

де ν — число позовiв, породжених даним договором; Yi — ве-
личина дiйсно поданого позову в i-му страховому випадку за
даним договором (ν i Yi — незалежнi). Щодо випадкових вели-
чин Yi, i = 1, 2, . . . природно припускати, що вони незалежнi
та однаково розподiленi. Зазначимо, що модель (1.2.1) можна
розглядати як окремий випадок моделi (1.2.2).

Подання iндивiдуального позову у виглядi (1.2.2) дозволяє
роздiлити вплив рiзних факторiв на величину позову X: на ча-
стоту настання страхових випадкiв (страховий випадок описує-
ться величинами I та ν) впливають однi фактори, а на величину
дiйсно поданого позову Y — iншi. Наприклад, у разi страхува-
ння автомобiля вiд ушкодження в дорожньо-транспортнiй при-
годi частота попадання його в дорожньо-транспортну пригоду в
першу чергу залежить вiд вiку водiя, а вартiсть ремонту визна-
чається моделлю автомобiля.
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Теорема 1.2.3. Нехай

X = Y1 + Y2 + · · ·+ Yν ,

де Yi — незалежнi однаково розподiленi випадковi величини, ви-
падкова величина ν набуває цiлих невiд’ємних значень i не за-
лежить вiд випадкових величин Yi. Тодi

MX = MY1Mν,

MX2 = MY 2
1 Mν + (MY1)2Mν(ν − 1),

DX = DY1Mν + (MY1)2Dν.

Дов е д е н н я. Дiйсно,

MX = M

ν∑
i=1

Yi = MY1Mν.

Обчислимо MX2:

MX2 = M(Y1 + Y2 + . . .+ Yν)2 =

= M

(
(Y1 + Y2 + . . .+ Yν)2,

∞⋃
k=0

{ν = k}

)
=

=
∞∑
k=1

M((Y1 + Y2 + . . .+ Yν)2, {ν = k}) =

=
∞∑
k=1

M((Y1 + Y2 + . . .+ Yk)2, {ν = k}) =

=
∞∑
k=1

M(Y1 + Y2 + . . .+ Yk)2I{ν=k} =

=
∞∑
k=1

M(Y1+. . .+Yk)2MI{ν=k} =
∞∑
k=1

M(Y1+. . .+Yk)2P{ν = k} =

=
∞∑
k=1

P{ν = k}M

 k∑
i=1

Y 2
i + 2

∑
i 6=j

YiYj

 =
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=
∞∑
k=1

P{ν = k}
(
kMY 2

1 + 2
k(k − 1)

2
(MY1)2

)
=

= MY 2
1

∞∑
k=1

kP{ν = k}+ (MY1)2
∞∑
k=1

k(k − 1)P{ν = k} =

= MY 2
1 Mν + (MY1)2Mν(ν − 1).

Дисперсiя DX дорiвнює

DX = MX2−(MX)2 = MY 2
1 Mν+(MY1)2Mν(ν−1)−(MY1Mν)2 =

= MY 2
1 Mν + (MY1)2(Mν2 −Mν)− (MY1)2(Mν)2 =

= Mν(MY 2
1 − (MY1)2) + (MY1)2Mν2 − (MY1)2(Mν)2 =

= Mν(MY 2
1 − (MY1)2) + (MY1)2(Mν2 − (Mν)2) =

= DY1Mν + (MY1)2Dν.

Наслiдок. У моделi (1.2.1)

MX = MY P{I = 1},

MX2 = MY 2P{I = 1},

DX = DY P{I = 1}+ (MY )2P{I = 1}P{I = 0}.

Дов е д е н н я. Модель (1.2.1) є окремим випадком моделi
(1.2.2) за умов, що ν набуває лише двох можливих значень: 0
i 1 (випадок ν = 0 вiдповiдає ситуацiї, коли позов не буде пода-
ний).

Зазначимо, що

Mν = Mν2 = P{I = 1}.

Тому
MX = MYMν = MY P{I = 1},

MX2 = MY 2Mν + (MY )2(Mν2 −Mν) = MY 2P{I = 1},

DX = DYMν+(MY )2Dν = DY P{I = 1}+(MY )2(Mν2−(Mν)2) =

= DY P{I = 1}+ (MY )2(P{I = 1} − (P{I = 1})2) =

= DY P{I = 1}+ (MY )2P{I = 1}P{I = 0}.
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1.3. Генератриси

Далi ми будемо мати справу з випадковими величинами, якi
набувають невiд’ємних цiлочислових значень. Розглядаючи такi
випадковi величини, доцiльно застосовувати метод генератрис.

Означення. Нехай a0, a1, a2, . . . — послiдовнiсть дiйсних чи-
сел. Якщо ряд

A(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + . . . =

∞∑
j=0

ajs
j (1.3.1)

збiгається в певному iнтервалi −s0 < s < s0, то функцiю A(s)
називатимемо генератрисою послiдовностi {aj}.

Якщо послiдовнiсть {aj} обмежена (|aj | ≤ C), то з нерiвностi

|ajsj | ≤ C|s|j

випливає, що

∞∑
j=0

|ajsj | ≤ C
∞∑
j=0

|s|j =
C

1− |s|
,

а тому ряд (1.3.1) збiгається принаймнi при |s| < 1.
Розглянемо цiлочислову випадкову величину X iз розподi-

лом
P{X = j} = pj , j = 0, 1, . . .

Нехай

qk = P{X > k} = P{X = k + 1}+ P{X = k + 2}+ . . . =

= pk+1 + pk+2 + . . . , k ≥ 0.

Розглянемо генератриси послiдовностей {pj} i {qk}:

P (s) = p0 + p1s+ p2s
2 + . . . =

∞∑
j=0

pjs
j ,

Q(s) = q0 + q1s+ q2s
2 + . . . =

∞∑
k=0

qks
k.
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Обидва ряди абсолютно збiгаються (при |s| < 1):

∞∑
j=0

|pjsj | ≤
∞∑
j=0

|s|j =
1

1− |s|
,

∞∑
k=0

|qksk| ≤
∞∑
k=0

|s|k =
1

1− |s|
.

Далi оскiльки
∞∑
j=0

pj = 1,

то P (1) = 1, тому ряд

P (s) =
∞∑
j=0

pjs
j

абсолютно збiгається принаймнi при −1 ≤ s ≤ 1.

Теорема 1.3.1. При −1 < s < 1 має мiсце рiвнiсть

Q(s) =
1− P (s)

1− s
.

Дов е д е н н я . Випишемо розклади для функцiй (1− s)Q(s)
та 1− P (s) в ряди:

(1− s)Q(s) = Q(s)− sQ(s) =
∞∑
j=0

qjs
j −

∞∑
j=0

qjs
j+1 =

= (q0s
0+q1s

1+q2s
2+. . .+qnsn+. . .)−(q0s

1+q1s
2+. . .+qn−1s

n+. . .) =

= q0s
0 + (q1 − q0)s1 + (q2 − q1)s2 + . . .+ (qn − qn−1)sn + . . . ,

1− P (s) = 1−
∞∑
j=0

pjs
j = 1− p0s

0 − p1s
1 − . . .− pnsn − . . . =

= (1− p0)s0 − p1s
1 − . . .− pnsn − . . .
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Порiвняємо коефiцiєнти при sn (n ≥ 0) у розкладах функцiй
(1− s)Q(s) та 1− P (s).

Коефiцiєнт при sn (n ≥ 1) у розкладi (1− s)Q(s) дорiвнює

qn − qn−1 = (pn+1 + pn+2 + . . .)− (pn + pn+1 + . . .) = −pn,

тобто
qn − qn−1 = −pn при n ≥ 1,

отже, коефiцiєнти при sn, n = 1, 2, . . . в (1− s)Q(s) i в 1−P (s)
збiгаються.

Коефiцiєнт при s0 у розкладi (1 − s)Q(s) дорiвнює q0, а в
розкладi 1− P (s) — 1− p0. Але за означенням q0 дорiвнює

q0 = p1 + p2 + p3 + . . . = 1− p0.

Теорема доведена.

Теорема 1.3.2. (теорема Абеля). 1) Якщо ряд
∞∑
k=0

aks
k,

|s| ≤ 1, у точцi s = 1 збiгається абсолютно, то iснує

lim
s↑1

∞∑
k=0

aks
k i

lim
s↑1

∞∑
k=0

aks
k =

∞∑
k=0

ak.

2) У припущеннi ak ≥ 0, k = 0, 1 . . . з iснування границi

lim
s↑1

∞∑
k=0

aks
k (скiнченної чи нескiнченної) випливає рiвнiсть

lim
s↑1

∞∑
k=0

aks
k =

∞∑
k=0

ak.

Теорема 1.3.3. Якщо MX iснує, то

MX =
∞∑
j=1

jpj =
∞∑
k=0

qk,

або
MX = P ′(1) = Q(1).
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До в е д е н н я . Ряд P (s) =
∞∑
j=0

pjs
j абсолютно збiгається при-

наймнi при −1 ≤ s ≤ 1. Тому його можна здиференцiювати за s

P ′(s) =
∞∑
j=1

jpjs
j−1.

Нехай MX =
∞∑
j=0

jpj iснує. За означенням математичного

сподiвання ряд
∞∑
j=0

jpj збiгається абсолютно.

Теорема Абеля гарантує неперервнiсть суми ряду

P ′(s) =
∞∑
j=1

jpjs
j−1 у точцi s = 1, тому

lim
s↑1

P ′(s) = P ′(1) =
∞∑
j=1

jpj1j−1 =
∞∑
j=1

jpj ,

тобто
MX = P ′(1).

Застосуємо теорему про середнє до правої частини рiвностi

Q(s) =
1− P (s)

1− s
=
P (1)− P (s)

1− s
.

Одержимо
Q(s) = P ′(t),

де t ∈ (s; 1).
ФункцiяQ(s) монотонно зростає на промiжку (0;1), тому при

s ↑ 1 вона має границю

lim
s↑1

Q(s) = P ′(1) = MX.

Але

MX =
∞∑
k=0

qk,

22



тому

Q(s) =
∞∑
k=0

qks
k

збiгається в точцi s = 1, а отже, згiдно з теоремою Абеля, Q(s)
неперервна в точцi s = 1, тому

MX = Q(1).

Розглянемо тепер випадок, коли

MX =
∞∑
j=0

jpj =∞.

P ′(s) =
∞∑
j=1

jpjs
j−1 збiгається до ∞ при s ↑ 1, i

Q(s) =
1− P (s)

1− s
збiгається до +∞ при s ↑ 1.

Таким чином, як у випадку скiнченного, так i нескiнченного
математичного сподiвання,

MX = lim
s↑1

P ′(s) = lim
s↑1

Q(s),

або
MX = P ′(1) = Q(1).

Теорема доведена.

Теорема 1.3.4. За умови MX2 <∞

MX(X − 1) = P ′′(1) = 2Q′(1),

DX = P ′′(1) + P ′(1)− (P ′(1))2 = 2Q′(1) +Q(1)−Q2(1).

Дов е д е н н я . Ряд P ′(s) =
∞∑
j=1

jpjs
j−1 абсолютно збiгається

принаймнi при −1 ≤ s ≤ 1. Тому його можна здиференцiювати
за s:

P ′′(s) =
∞∑
j=2

j(j − 1)pjsj−2.
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Нехай MX(X − 1) =
∞∑
j=2

j(j − 1)pj iснує, тодi за означенням

математичного сподiвання ряд
∞∑
j=2

j(j − 1)pj абсолютно збiгає-

ться.
За теоремою Абеля сума ряду P ′′(s) =

∞∑
j=2

j(j − 1)pjsj−2 не-

перервна в точцi s = 1, тому

lim
s↑1

P ′′(s) = P ′′(1) =
∞∑
j=2

j(j − 1)pj ,

тобто
MX(X − 1) = P ′′(1).

Здиференцiюємо за s рiвнiсть

Q(s) =
1− P (s)

1− s
.

Одержимо

Q′(s) =
−P ′(s)(1− s) + 1− P (s)

(1− s)2
,

(1− s)Q′(s) = −P ′(s) +
1− P (s)

1− s
,

(1− s)Q′(s) = −P ′(s) +Q(s),

P ′(s) = Q(s)− (1− s)Q′(s).
Здиференцiюємо останню рiвнiсть за s:

P ′′(s) = 2Q′(s)− (1− s)Q′′(s).

Одержимо
MX(X − 1) = P ′′(1) = 2Q′(1).

Тодi

DX = MX2 − (MX)2 = MX(X − 1) +MX − (MX)2 =

= P ′′(1) + P ′(1)− (P ′(1))2 = 2Q′(1) +Q(1)−Q2(1).
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Означення. Нехай X — цiлочислова невiд’ємна випадкова
величина з розподiлом P{X = k} = pk, k ≥ 0. Генератрисою
g(z) випадкової величини X називається функцiя

g(z) = MzX =
∞∑
k=0

pkz
k,

визначена для комплексних z : |z| ≤ 1.
Розглянемо деякi властивостi генератрис.
В л а с т и в i с т ь 1. Якщо генератриси g1(z) i g2(z) випад-

кових величин X1 i X2 збiгаються, то збiгаються i розподi-
ли цих величин (розподiл можна однозначно вiдновити за його
генератрисою).

Дов е д е н н я. Для того щоб визначити P{X = k} за його
генератрисою g(z), розкладемо g(z) у ряд Тейлора:

g(z) = g(0) + g′(0)z +
g′′(0)

2!
z2 + . . .+

g(n)(0)
n!

zn + . . . .

Коефiцiєнт при zn дорiвнює iмовiрностi P{X = n}.
В л а с т и в i с т ь 2. Якщо випадковi величини X1 та X2 не-

залежнi, то генератриса їх суми дорiвнює добутку генератрис
доданкiв:

gX1+X2(z) = gX1(z) gX2(z).

Дов е д е н н я .

g(z) = MzX1+X2 = MzX1zX2 = MzX1MzX2 = gX1(z) gX2(z).

Вла с т и в i с т ь 3. Нехай g — генератриса випадкової вели-
чини X, а ϕ — її характеристична функцiя, тодi

g(eiz) = ϕ(z).

Приклад 1.3.1. (бiномний розподiл). Нехай випадкова
величина X має бiномний розподiл з параметрами n, p. Обчи-
слити MX,DX.

Генератриса випадкової величини X дорiвнює

g(z) = MzX =
n∑
k=0

Cknp
k(1− p)n−kzk = (1− p+ pz)n.
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Перша похiдна генератриси дорiвнює

g′(z) = np(1− p+ pz)n−1,

тому
MX = g′(1) = np.

Друга похiдна генератриси дорiвнює

g′′(z) = n(n− 1)p2(1− p+ pz)n−2,

тому
DX = g′′(1) + g′(1)− (g′(1))2 = np(1− p).

Приклад 1.3.2. (розподiл Пуассона). Нехай випадкова
величина X має пуассонiв розподiл з параметром λ. Обчислити
MX,DX.

Генератриса випадкової величини X дорiвнює

g(z) = MzX =
∞∑
k=0

λk

k!
e−λzk = e−λ+zλ.

Перша похiдна генератриси дорiвнює

g′(z) = λe−λ+zλ,

тому
MX = g′(1) = λ.

Друга похiдна генератриси дорiвнює

g′′(z) = λ2e−λ+zλ,

тому
DX = g′′(1) + g′(1)− (g′(1))2 = λ.
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1.4. Перетворення Лапласа

Проаналiзуємо випадковi величини, якi набувають невiд’єм-
них значень, застосовуючи перетворення Лапласа.

Означення. Нехай F — iмовiрнiсний розподiл, зосередже-
ний на [0,+∞). Перетворенням Лапласа ϕ розподiлу F назива-
тимемо функцiю ϕ(s), означену для s ≥ 0 рiвнiстю

ϕ(s) =

+∞∫
0

e−sxF (dx). (1.4.1)

Означення. Нехай Y — невiд’ємна випадкова величина,
F — її розподiл. Перетворенням Лапласа випадкової величини
Y називатимемо функцiю ϕ(s), означену для s ≥ 0 рiвнiстю

ϕ(s) = Me−sY =

+∞∫
0

e−sxF (dx). (1.4.2)

Якщо розподiл F (розподiл випадкової величини Y ) має щiль-
нiсть f , то

ϕ(s) = Me−sY =

+∞∫
0

e−sxf(x)dx. (1.4.3)

Якщо розподiл F (розподiл випадкової величини Y ) дискретний
(тобто F : xk → F ({xk}) > 0, k = 1, 2, . . . ;

∑
xk

F ({xk}) = 1), то

ϕ(s) = Me−sY =
∑
xk

e−sxkF ({xk}). (1.4.4)

Приклад 1.4.1. Випадкова величина Y набуває значень
0, 1, . . . з iмовiрностями P{Y = k} = pk, k = 0, 1, . . . Знайти
перетворення Лапласа випадкової величини Y .

Перетворення Лапласа випадкової величини Y дорiвнює

ϕ(s) = Me−sY =
+∞∑
k=0

e−skpk = P (e−s),
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де P — генератриса випадкової величини Y . Перетворення
Лапласа вiдрiзняється вiд генератриси лише замiною змiнної
t = e−s.

Теорема 1.4.1. (теорема єдиностi). Рiзним iмовiрнiсним
розподiлам вiдповiдають рiзнi перетворення Лапласа.

Теорема 1.4.2. (теорема неперервностi). Нехай
Fn, n = 1, 2, . . . — послiдовнiсть iмовiрнiсних розподiлiв,
ϕn — їх перетворення Лапласа. Якщо Fn збiгається до F
(властиво чи невластиво), то послiдовнiсть ϕn(s) при s > 0
збiгається до функцiї ϕ(s), яка є перетворенням Лапласа
граничного розподiлу F . Навпаки, якщо послiдовнiсть перетво-
рень Лапласа ϕn(s) збiгається при кожному s > 0 до границi
ϕ(s), то ϕ — перетворення Лапласа розподiлу F (властивого
чи невластивого), причому Fn збiгається до F .

Граничний розподiл є властивим тодi i тiльки тодi, коли
ϕ(s)→ 1 при s→ 0.

Вла с т и в i с т ь 1 . Перетворення Лапласа суми незале-
жних випадкових величин дорiвнює добутку перетворень Ла-
пласа доданкiв, або, в термiнах згорток, перетворення Лапласа
згортки ймовiрнiсних розподiлiв дорiвнює добутку перетворень
Лапласа цих розподiлiв.

Дов е д е н н я . Нехай X та Y — незалежнi випадковi величи-
ни з розподiлами F та G вiдповiдно, ϕ(s) та ψ(s) — їх перетво-
рення Лапласа. Обчислимо перетворення Лапласа суми X + Y .
Зазначимо, що перетворення ЛапласаX+Y буде також перетво-
ренням Лапласа згортки F ∗G, оскiльки розподiл суми незале-
жних випадкових величин дорiвнює згортцi розподiлiв доданкiв.
Маємо

Me−(X+Y )s = Me−Xs e−Y s = Me−XsMe−Y s = ϕ(s)ψ(s).

Ми скористались тим, що математичне сподiвання добутку неза-
лежних випадкових величин дорiвнює добутку їх математичних
сподiвань.

В л а с т и в i с т ь 2 . Нехай F — iмовiрнiсний розподiл, ϕ —
його перетворення Лапласа. Тодi ϕ має похiднi всiх порядкiв,
при цьому

(−1)nϕ(n)(s) =

+∞∫
0

e−sxxnF (dx) (1.4.5)

для s > 0.
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Наслiдок 1. Розподiл F має скiнченний n-й момент тодi й
тiльки тодi, коли iснує скiнченна границя ϕ(n)(0), за цих умов

(−1)nϕ(n)(0) = mn,

де mn — n-й момент розподiлу F .
Зокрема, при n = 1, 2 маємо

−ϕ′(0) =

+∞∫
0

xF (dx) = MY, (1.4.6)

ϕ′′(0) =

+∞∫
0

x2F (dx) = MY 2. (1.4.7)

Тому дисперсiя випадкової величини Y дорiвнює

DY = MY 2 − (MY )2 = ϕ′′(0)− (ϕ′(0))2. (1.4.8)

Приклад 1.4.2. (рiвномiрний розподiл). Нехай ви-
падкова величина Y має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку
[a, b], 0 < a < b. Обчислити MY,MY 2, DY у термiнах пере-
творення Лапласа.

Перетворення Лапласа випадкової величини Y дорiвнює

ϕ(s) = Me−sY =

b∫
a

1
b− a

e−sxdx =
e−sa − e−sb

(b− a)s
.

Перша похiдна перетворення Лапласа дорiвнює

ϕ′(s) =
ae−sa − be−sb

(a− b)s
− e−sa − e−sb

(b− a)s2
,

тому з рiвностi (1.4.6)

MY = −ϕ′(0) = − lim
s→0

ϕ′(s) =
b+ a

2
.
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Друга похiдна перетворення Лапласа дорiвнює

ϕ′′(s) =
a2e−sa − b2e−sb

(a− b)s
− 2(ae−sa − be−sb)

(b− a)s2
+

2(e−sa − e−sb)
(a− b)s3

,

тому з рiвностi (1.4.7)

MY 2 = ϕ′′(0) = lim
s→0

ϕ′′(s) =
a2 + ab+ b2

3
.

Дисперсiя випадкової величини Y дорiвнює

DY = MY 2 − (MY )2 =
(b− a)2

12
.

Приклад 1.4.3. (експоненцiальний розподiл). Нехай
випадкова величина Y має експоненцiальний розподiл з пара-
метром λ. Обчислити MY,MY 2, DY .

Перетворення Лапласа випадкової величини Y дорiвнює

ϕ(s) = Me−sY =

+∞∫
0

λe−λxe−sxdx =
λ

s+ λ
.

Перша похiдна перетворення Лапласа дорiвнює

ϕ′(s) =
−λ

(s+ λ)2
,

тому з рiвностi (1.4.6)

MY = −ϕ′(0) =
1
λ
.

Друга похiдна перетворення Лапласа дорiвнює

ϕ′′(s) =
2λ

(s+ λ)3
,

тому з рiвностi (1.4.7)

MY 2 = ϕ′′(0) =
2
λ2
.

Дисперсiя випадкової величини Y дорiвнює

DY = MY 2 − (MY )2 =
1
λ2
.
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Приклад 1.4.4. (гамма-розподiл). Нехай випадкова ве-
личина Y має гамма-розподiл з параметрами λ, α. Обчислити
MY,MY 2, DY .

Перетворення Лапласа випадкової величини Y дорiвнює

ϕ(s) = Me−sY =

+∞∫
0

λα

Γ(α)
xα−1e−λxe−sxdx =

(
1 +

s

λ

)−α
.

Перша похiдна перетворення Лапласа дорiвнює

ϕ′(s) = −α
λ

(
1 +

s

λ

)−α−1
,

тому з рiвностi (1.4.6) маємо

MY = −ϕ′(0) =
α

λ
.

Друга похiдна перетворення Лапласа дорiвнює

ϕ′′(s) =
α(α+ 1)

λ2

(
1 +

s

λ

)−α−2
,

тому з рiвностi (1.4.7) випливає

MY 2 = ϕ′′(0) =
α(α+ 1)

λ2
.

Дисперсiя випадкової величини Y дорiвнює

DY = MY 2 − (MY )2 =
α

λ2
.

1.5. Неперервнi моделi
iндивiдуальних позовiв

Математична модель iндивiдуального позову X — це випад-
кова величина. Причому X завжди можна подати у виглядi до-
бутку:

X = IY
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[див. рiвнiсть (1.2.1)], де I — iндикатор подiї “страховий випадок
вiдбувся”, Y — величина дiйсно поданого позову.

Якщо розподiл випадкової величини Y не має атомiв, то мо-
дель X = IY iндивiдуального позову називається неперервною.
(Ми не можемо означити неперервну модель у термiнах випад-
кової величини X, оскiльки X завжди має атом у точцi 0.)

Оскiльки Y > 0, то її розподiл F зосереджений на (0; +∞),
при цьому

Mg(Y ) =

+∞∫
0

g(x)F (dx),

MY =

+∞∫
0

xF (dx),

якщо тiльки вiдповiднi математичнi сподiвання iснують.
Зокрема, якщо випадкова величина Y абсолютно неперервна

зi щiльнiстю f , то

MY =

+∞∫
0

xf(x)dx, MY 2 =

+∞∫
0

x2f(x)dx.

Теорема 1.5.1. Якщо Y — абсолютно неперервна випадкова
величина, яка набуває невiд’ємних значень, F (x) — її функцiя
розподiлу, то

MY =

+∞∫
0

(1− F (x)) dx, (1.5.1)

MY 2 = 2

+∞∫
0

x(1− F (x)) dx. (1.5.2)

Д о в е д е н н я . Доведемо, що MY можна обчислити за фор-
мулою (1.5.1).

По-перше, зазначимо, що

+∞∫
A

xf(x)dx ≥ A
+∞∫
A

f(x)dx = A(1− F (A)).
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I оскiльки MY <∞, тобто
+∞∫
0

xf(x)dx < +∞, то при A→∞

+∞∫
A

xf(x)dx→ 0.

Отже,
lim

A→+∞
A(1− F (A)) = 0.

Далi

MY =

+∞∫
0

xf(x)dx = lim
A→+∞

A∫
0

xf(x)dx =

= lim
A→+∞

A∫
0

xdF (x) = − lim
A→+∞

A∫
0

xd(1− F (x)) =

= lim
A→+∞

−x(1− F (x))

∣∣∣∣∣
A

0

+

A∫
0

(1− F (x))dx

 .

Перейдемо до границi при A→ +∞ i одержимо формулу (1.5.1).
Рiвнiсть (1.5.2) доводиться аналогiчно.
Теорема доведена.
Приклади розподiлiв дiйсно поданого позову.Наведенi

далi приклади розподiлiв дiйсно поданого позову часто зустрi-
чаються в теорiї ризику.

Рiвномiрний розподiл. Хоча рiвномiрний розподiл дiйсно
поданого позову не типовий у теорiї ризику, але у зв’язку зi
своєю простотою вiн часто наводиться в прикладах.

Щiльнiсть рiвномiрного на промiжку [a; b] розподiлу дорiв-
нює

f(x) =

{
1

b− a, якщо x ∈ [a; b];
0, якщо x 6∈ [a; b].

Функцiя рiвномiрного на промiжку [a; b] розподiлу дорiвнює

F (x) =


0, якщо x < a;

x− a
b− a , якщо x ∈ [a; b];

1, якщо x ≥ b.
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Моменти рiвномiрного на [a; b] розподiлу

MY =
a+ b

2
, DY =

(b− a)2

12
, MY 2 =

b2 + ab+ a2

3
.

Експоненцiальний розподiл. Описує позови в таких ви-
дах страхування, для яких бiльшiсть позовiв є малими, а великi
позови хоча й можливi, але спостерiгаються рiдко.

Щiльнiсть експоненцiального розподiлу з параметром λ

f(x) =
{
λ exp{−λx}, якщо x > 0;

0, якщо x ≤ 0.

Функцiя розподiлу

F (x) =
{

1− exp{−λx}, якщо x > 0;
0, якщо x ≤ 0.

Моменти експоненцiального розподiлу з параметром λ

MY =
1
λ
, DY =

1
λ2
, MY 2 =

2
λ2
.

Розподiл Парето. На вiдмiну вiд експоненцiального розпо-
дiлу для позовiв, що мають розподiл Парето, ймовiрностi вели-
ких значень позовiв вiдносно великi; вони спадають за степене-
вим законом, а не за показниковим. Отже, для розподiлу Парето
характернi частi великi позови.

Щiльнiсть розподiлу Парето з параметрами α i b
(α > 0, b > 0) дорiвнює

f(x) =
{
αbαx−α−1, x > b,

0, x ≤ b.

Функцiя розподiлу Парето

F (x) =
{

1− (x/b)−α, x > b,
0, x ≤ b.

Моменти розподiлу Парето

MY k = αbk/(α− k) (k < α).
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Розподiл Парето з нульовою точкою. Щiльнiсть розпо-
дiлу Парето з нульовою точкою з параметрами (α;λ) дорiвнює

f(x) =

{
α
λ

(
λ

x+ λ

)α+1
, якщо x > 0;

0, якщо x ≤ 0,

α > 0, λ > 0.
Функцiя розподiлу Парето з нульовою точкою

F (x) =

{
1−

(
λ

x+ λ

)α
, якщо x > 0;

0, якщо x ≤ 0.

Моменти розподiлу Парето з нульовою точкою

MY =

+∞∫
0

(1− F (x))dx =

+∞∫
0

(
λ

x+ λ

)α
dx =

λ

α− 1
(α > 1),

MY 2 = 2

+∞∫
0

x(1− F (x))dx =
2λ2

(α− 1)(α− 2)
(α > 2),

DY =
λ2α

(α− 1)2(α− 2)
(α > 2).

Гамма-розподiл. Зазначимо, що при α > 1 гамма-розподiл
добре моделює ситуацiю, коли в основному ризики групуються
навколо деякого значення, а великi ризики хоча й можливi, але
малоймовiрнi.

Щiльнiсть гамма-розподiлу з параметрами (α;λ)
(λ > 0, α > 0) дорiвнює

f(x) =

{
λα

Γ(α)x
α−1 exp{−λx}, якщо x > 0;

0, якщо x ≤ 0.

Моменти гамма-розподiлу

MY =
α

λ
, MY 2 =

α(α+ 1)
λ2

, DY =
α

λ2
.
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Логнормальний розподiл. Щiльнiсть логнормального
розподiлу з параметрами (µ, σ) (σ > 0)

f(x) =

 1
xσ
√

2π
exp

{
−(lnx− µ)2

2σ2

}
, x > 0;

0, x ≤ 0.

Функцiя логнормального розподiлу

F (x) =

{
N0;1

( lnx− µ
σ

)
, x > 0;

0, x ≤ 0,

де N0;1(x) — функцiя нормального розподiлу з параметрами
(0;1).

Моменти логнормального розподiлу

MY k = exp{kµ+ k2σ2/2}.

Логарифмований розподiл Лапласа. Щiльнiсть ло-
гарифмованого розподiлу Лапласа з параметрами (α, b)
(α > 0, b > 0)

f(x) =

 0, x ≤ 0;
α(x/b)α−1/(2b), 0 < x ≤ b;
α(x/b)−α−1/(2b), x > b.

Функцiя логарифмованого розподiлу Лапласа

F (x) =

 0, x ≤ 0;
0, 5(x/b)α, 0 < x ≤ b;

1− 0, 5(x/b)−α, x > b.

Моменти логарифмованого розподiлу Лапласа

MY k = bk
α2

(α+ k)(α− k)
(k < α).

Розподiл Вейбулла. Щiльнiсть розподiлу Вейбулла з па-
раметрами (α, b) (α > 0, b > 0)

f(x) =

{
α
b

(
x
b

)α−1
exp {−(x/b)α} , x > 0;

0, x ≤ 0.
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Функцiя розподiлу Вейбулла

F (x) =
{

1− exp {−(x/b)α} , x > 0;
0, x ≤ 0.

Моменти розподiлу Вейбулла

MY k = bkΓ
(

1 +
k

α

)
.

Логарифмований логiстичний розподiл. Щiльнiсть ло-
гарифмованого логiстичного розподiлу з параметрами (α, b)
(α > 0, b > 0)

f(x) =

 α(x/b)−α−1

b(1 + (x/b)−α)2 , x > 0;

0, x ≤ 0.

Функцiя логарифмованого логiстичного розподiлу

F (x) =


(

1 +
(
x
b

)−α)−1

, x > 0;

0, x ≤ 0.

Моменти логарифмованого логiстичного розподiлу

MY k = bk
kπ/α

sin(kπ/α)
(k < α).

1.6. Спецiальнi умови
договорiв страхування

Розглянемо договiр страхування мiж страховою компанiєю
та клiєнтом, причому будемо вважати, що за перiод дiї договору
може надiйти тiльки один позов.

Позначимо через U втрати клiєнта за перiод дiї договору
(розподiл випадкової величини U має атом у точцi 0). Нехай

J =
{

1, якщо U > 0;
0, якщо U = 0.
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Аналогiчно до того, як була означена величина Y дiйсно по-
даного позову [див. рiвнiсть (1.2.1)] рiвнiстю

U = JZ

означаємо величину Z втрат клiєнта, якщо вони справдi були
за перiод дiї договору (при цьому J i Z — незалежнi випадковi
величини).

До цього моменту величина X iндивiдуального позову до
страхової компанiї дорiвнювала величинi U втрат клiєнта, тобто
X = U ; величина дiйсно поданого позову Y дорiвнювала вели-
чинi Z дiйсно зазнаних втрат клiєнта, якщо вони дiйсно були,
тобто Y = Z. Але насправдi це не так. Договiр страхування зав-
жди мiстить умови, згiдно з якими страхова компанiя сплачує не
всю величину збиткiв, зазнаних внаслiдок страхового випадку,
а тiльки їх частину.

Розглянемо деякi з таких умов договорiв страхування.
1. Франшиза. Якщо втрати клiєнта U не перевищують пев-

ної границi d, то страхова компанiя позов не приймає, а якщо
втрати клiєнта перевищують d, то позов приймається, але ви-
плачується тiльки частина позову, що перевищує d. Величину d
називають франшизою. Дану умову договору страхування мо-
жна записати так:

X =
{

0, якщо U ≤ d;
U − d, якщо U > d,

або
X = (U − d)+ = max{0, U − d}

(див. також рис. 1.6.1).

Р и с. 1.6.1. Залежнiсть позову X клiєнта вiд втрат U
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Зазначимо, що маса P{X = 0} у нулi розподiлу випадкової ве-
личини X не менша маси P{U = 0} у нулi розподiлу випадкової
величини U . Це випливає з рiвностей

P{X = 0} = P{max{0, U−d} = 0} = P{U−d ≤ 0} = P{U ≤ d} =

= P ({U = 0} ∪ {0 < U ≤ d}) = P{U = 0}+ P{0 < U ≤ d}.
Установимо спiввiдношення мiж функцiєю розподiлу FY (x)

величини Y дiйсно поданого позову та функцiєю розподiлу
FZ(x) дiйсно зазнаних витрат. Скористаємося тим, що

FY (x) =
{
P{X < x|X > 0}, якщо x > 0;

0, якщо x ≤ 0

i X = (U − d)+. Маємо

FY (x) = P{X < x|X > 0} = P{(U − d)+ < x|(U − d)+ > 0} =

=
P{(U − d)+ < x, (U − d)+ > 0}

P{(U − d)+ > 0}
=
P{0 < (U − d)+ < x}
P{(U − d)+ > 0}

=

=
P{0 < U − d < x}
P{U − d > 0}

=
P{d < U < d+ x}

P{U > d}
=

=
P{d < U < d+ x, U > 0}

P{U > d,U > 0}
=

=
P{d < U < d+ x, U > 0}/P{U > 0}

P{U > d,U > 0}/P{U > 0}
=

=
P ({d < U < d+ x}|{U > 0})

P ({U > d}|{U > 0})
=
P{d < Z < x+ d}

P{Z > d}
=

=
P{Z < x+ d} − P{Z ≤ d}

1− P{Z ≤ d}
.

Так що

FY (x) =
P{Z < x+ d} − P{Z ≤ d}

1− P{Z ≤ d}
.

Якщо випадкова величина Z абсолютно неперервна зi щiльнiстю
fZ , то d

dx
FZ(x) = fZ(x). А отже,

FY (x) =
P{Z < x+ d} − P{Z < d}

1− P{Z < d}
=
FZ(x+ d)− FZ(d)

1− FZ(d)
,
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i звiдси

fY (x) =
d

dx
FY (x) =

fZ(x+ d)
1− FZ(d)

.

Приклад 1.6.1. Iмовiрнiсть потрапити в дорожньо-
транспортну пригоду протягом деякого iнтервалу часу дорiв-
нює P{J = 1} = 0, 1. Величина втрат (збиткiв) пiсля ава-
рiї Z має розподiл Парето з нульовою точкою з параметра-
ми α = 3, λ = 1000. Страхова компанiя встановила франшизу
d = 100.

Обчислити ймовiрнiсть подання позову P{X > 0} та роз-
подiл величини дiйсно поданого позову Y .

Спочатку обчислимо iмовiрнiсть P{X = 0} неприйняття по-
зову страховою компанiєю:

P{X = 0} = P{U = 0}+ P{0 < U ≤ d} =

= P{U = 0}+ P{0 < U ≤ d|U > 0}P{U > 0} =

= P{J = 0}+ P{Z ≤ d}P{J = 1} =

= P{J = 0}+ P{Z ≤ d}(1− P{J = 0}) .
Тодi ймовiрнiсть подання позову

P{X > 0} = 1− P{X = 0} =

= 1− (P{J = 0}+ P{Z ≤ d}(1− P{J = 0})) =

= (1− P{J = 0})(1− P{Z ≤ d}) = P{J = 1}(1− FZ(d)) =

= 0, 1
(

1−
(

1−
(

λ

λ+ d

)α))
= 0, 1

(
1000

1000 + 100

)3

= 0, 075.

Щiльнiсть розподiлу величини дiйсно поданого позову Y дорiв-
нює

fY (x) =
fZ(x+ d)
1− FZ(d)

=
α
λ (λ/(λ+ x+ d))α+1

1− (1− (λ/(λ+ d))α)
=

=
3

1100

(
1100

1100 + x

)4

.

Дiйсно поданий позов має розподiл Парето з нульовою точкою
з параметрами α = 3 i λ = 1100.
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2. Обмеження виплати за позовом. Друга умова, яку
страховi компанiї, як правило, включають у договори страху-
вання, полягає в обмеженнi виплати за позовом, а саме втрати
клiєнта вiдшкодовуються тiльки до певної суми L. Iнакше ка-
жучи, якщо втрати клiєнта менше L, то компанiя вiдшкодовує
їх у повному обсязi, якщо ж втрати перевищують рiвень L, ком-
панiя вiдшкодовує тiльки суму L. Цю умову формально можна
записати так:

X =
{
U, якщо U ≤ L;
L, якщо U > L,

або
X = min{U,L}.

Зазначимо, що за таких умов настання страхового випадку
рiвносильне поданню позову.

Р и с. 1.6.2. Залежнiсть позову Y вiд втрат Z

У разi настання страхового випадку величина дiйсно поданого
позову Y пов’язана з величиною дiйсно зазнаних втрат Z так:

Y = min{Z,L}

(див. рис. 1.6.2). Подамо функцiю розподiлу Y через функцiю
розподiлу Z. Одержимо

P{Y < x} = P{min{Z,L} < x} =

=
{

1, якщо x > L;
P{Z < x}, якщо x ≤ L,

тобто
FY (x) =

{
1, якщо x > L;

FZ(x), якщо x ≤ L.
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Звiдси випливає, що розподiл випадкової величини Y завжди
має в точцi L атом iз масою 1− P{Z < L} = P{Z ≥ L}.

Приклад 1.6.2. Величина втрат (збиткiв) Z у разi поже-
жi (за умов, що вона вiдбулася) має експоненцiальний розподiл
iз середнiм 1/λ. Страхова компанiя встановила верхню грани-
цю своєї вiдповiдальностi L.

Обчислити середнє значення MY величини Y дiйсно пода-
ного позову.

Ро з в ’ я з а н н я. Оскiльки випадкова величина Y має розпо-
дiл змiшаного типу з атомом у точцi L i Y = Z для Z < L,
то

MY = LP{Z ≥ L}+

L∫
0

xλe−λxdx.

Очевидно,

P{Z ≥ L} = 1− FZ(L) = 1− (1− e−λL) = e−λL,

L∫
0

xλe−λxdx =

L∫
0

xd
(
−e−λx

)
dx = −Le−λL − 1

λ
e−λL +

1
λ
.

Тому

MY = LP{Z ≥ L}+

L∫
0

xλe−λxdx =
1
λ

(
1− e−λL

)
.

Приклад 1.6.3. Iмовiрнiсть потрапити в дорожньо-
транспортну пригоду протягом деякого iнтервалу часу дорiв-
нює 0, 15. Величина втрат Z за умов, що пригода вiдбулася,
має розподiл зi щiльнiстю c(1 − x/2000), якщо 0 ≤ x < 2 000
i P{Z = 2 000} = 0, 1 (c — константа). Страхова компанiя
встановила верхню границю своєї вiдповiдальностi L = 2 000
грн. Обчислити функцiю розподiлу величини Y дiйсно подано-
го позову, функцiю розподiлу величини X = IY iндивiдуального
позову, MY,DY,MX,DX.
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Ро з в ’ я з а н н я . У разi дорожньо-транспортної пригоди ве-
личина дiйсно поданого позову Y пов’язана з величиною дiйсно
зазнаних втрат Z так: Y = min{Z,L}, при цьому

FY (x) =
{
FZ(x), якщо x ≤ L,

1, якщо x > L,

або

FY (x) =


0, якщо x ≤ 0,

1 000k
(

1−
(

1− x
2 000

)2
)
, якщо 0 < x ≤ 2 000,

1, якщо x > 2 000.

Коефiцiєнт k знайдемо виходячи з того, що для x = 2 000

1 000k
(

1−
(

1− x

2 000

)2
)

+ P{Z = 2 000} = 1.

Звiдси k = 9 · 10−4.
Функцiю розподiлу величини X = IY знайдемо за допомо-

гою формули повної ймовiрностi, розглянувши за повну групу
подiй подiї {I = 0}, {I = 1}:

FX(x) = P{X < x} = P{IY < x} =

= P{IY < x|I = 0}P{I = 0}+ P{IY < x|I = 1}P{I = 1}.
Звiдси

FX(x) =


0, x ≤ 0,

0, 85 + 0, 135
(

1−
(

1− x
2000

)2
)

0 < x ≤ 2000,

1, x > 2000.

Розподiл iндивiдуального позову X складається з дискретної
частини: P{X = 0} = 0, 85, P{X = 2000} = 0, 015 та неперерв-
ної — щiльнiсть fX(x) = 0, 000135(1− x/2000) для 0 < x < 2000.
Тому

MX = 0P{X = 0}+ 2 000P{X = 2 000}+

2000∫
0

xfX(x)dx = 120,
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MX2 = 02P{X = 0}+20002P{X = 2 000}+
2000∫
0

x2fX(x)dx = 15·104,

DX = MX2 − (MX)2 = 135 600.

Розподiл величини Y дiйсно поданого позову складається та-
кож з двох частин.

Неперервна задається щiльнiстю

fY (x) = F ′Y (x) = 0, 0009(1− x/2000), 0 < x < 2 000,

дискретна — P{Y = 2 000} = 0, 1. Тому

MY = 2000P{Y = 2000}+

2000∫
0

xfY (x)dx = 800,

MY 2 = 20002P{Y = 2000}+

2000∫
0

x2fY (x)dx = 106,

DY = MY 2 − (MY )2 = 360 000.

Розподiл величини Y дiйсно поданого по-
зову — змiшаний розподiл зi щiльнiстю
fY (x) = 0, 0009(1 − x/2000), 0 < x < 2 000 та атомом з
масою 0,1 у точцi 2 000.

Приклад 1.6.4. Величина дiйсно поданого позову Y для
певного виду нещасних випадкiв є випадковою величиною з
генератрисою нормованих моментiв

ψ(z) =
1

(1− 2500z)4 , z <
1

2500
.

Обчислити середнє значення та дисперсiю величини Y .

Ро з в ’ я з а н н я. Генератриса нормованих моментiв ψ(z) ви-
значається як

ψ(z) = MezY =
∞∑
k=0

MY k

k!
zk.
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Розкладаємо функцiю ψ(z) = 1/(1 − 2500z)4 у ряд за степеня-
ми z:

ψ(z) =
1

(1− 2 500z)4
=
∞∑
k=0

(−4)(−5) . . . (−k − 3)
k!

(−2 500)kzk =

=
∞∑
k=0

4 · 5 · . . . · (k + 3)
k!

(2 500)kzk.

Звiдси маємо MY k = 4 · 5 · . . . · (k + 3) · 2 500k, зокрема,
MY = 10 000, MY 2 = 4 · 5 · 2 5002 = 125 · 106, DY =
= MY 2 − (MY )2 = 25 · 106.

1.7. Рандомiзацiя

Рандомiзацiя є невiд’ємною складовою частиною опису iнди-
вiдуальних позовiв портфеля договорiв як єдиного цiлого.

Спочатку розглянемо приклад.
Нехай є портфель iз N договорами страхування життя на

один рiк. Вiзьмемо величину страхової виплати за одиницю ви-
мiрювання. Тодi iндивiдуальний позов Xi за i-м договором стра-
хування набуває двох значень: 0 i 1 вiдповiдно з iмовiрностями
p = P{Xi = 0} i q = P{Xi = 1}. Тобто розподiлом випадкової
величини Xi (i = 1, 2, . . . , N) є

P{Xi = k} = p1−kqk, k = 0, 1.

Припущення про те, що параметр q цього розподiлу один i той
самий для всiх договорiв, еквiвалентне статистичнiй однорiдно-
стi портфеля, на що сподiватися не варто. У нашому прикладi
ймовiрнiсть позову q залежить вiд вiку x застрахованого:

q = qx,

i тому, природно, змiнюється вiд одного договору до iншого.
Розiб’ємо портфель на групи договорiв згiдно з вiком за-

страхованих. Нехай Nx — число договорiв, власникам яких x
рокiв, αx = Nx/N — частка договорiв з клiєнтами у вiцi x ро-
кiв. Якщо ми цiкавимося iндивiдуальними позовами портфеля,
то це означає, що необхiдно розглядати навмання вибраний до-
говiр. У зв’язку з цим iмовiрнiсть позову q за даним договором
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є випадковою величиною, яка набуває конкретного значення qx
для клiєнтiв вiком x. Як ймовiрнiсть того, що клiєнт має вiк x,
природно розглядати αx = Nx/N .

Якщо позначити через A подiю "позов надiйшов", через Bx
— "вiк клiєнта дорiвнює x", то за формулою повної ймовiрностi
матимемо

P (A) =
∑
x

P (A|Bx)P (Bx) =
∑
x

qxαx.

Вираз у правiй частинi останньої рiвностi можна розглядати
як математичне сподiвання функцiї q вiд випадкової величини
x (вiку застрахованого), яка набуває значення qx iз iмовiрнiстю
αx.

Узагальнимо описану процедуру. Нехай функцiя розподiлу
F (x, θ) величини позову Y залежить вiд деякого параметра θ
(iнакше кажучи, маємо сiм’ю функцiй розподiлу, якi залежать
вiд параметра θ). За заданого значення y параметра θ функцiя
розподiлу F (x, y) повнiстю визначена. Параметр θ є випадковою
величиною з розподiлом G. Тодi як розподiл F величини позову
Y природно розглядати розподiл з функцiєю розподiлу

F (x) =
∫
R1

F (x, y)G(dy) = MF (x, θ). (1.7.1)

Розподiл (1.7.1) називають сумiшшю розподiлiв F (x, θ), а
процес знаходження розподiлу F — рандомiзацiєю.

Якщо розподiл G абсолютно неперервний зi щiльнiстю g(y),
то функцiя розподiлу F (x) позову Y дорiвнює

F (x) =
∫
R1

F (x, y)g(y)dy. (1.7.2)

Якщо при кожному фiксованому y розподiл F (x, y)
абсолютно неперервний зi щiльнiстю f(x, y), то сумiш
F (x) =

∫
R1

F (x, y)g(y)dy абсолютно неперервна зi щiльнiстю

f(x) =
∫
R1

f(x, y)g(y)dy. (1.7.3)
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Якщо розподiл G дискретний (G : yk → G({yk}) > 0,
k = 1, 2, . . . ;

∑
yk

G({yk}) = 1), то сумiш F (x) =
∫
R1

F (x, y)G(dy)

має щiльнiсть
f(x) =

∑
yk

f(x, yk)G({yk}). (1.7.4)

Операцiя рандомiзацiї дозволяє врахувати неоднорiднiсть
портфеля договорiв i запропонувати розподiли, якi адекватно
описують реальнi статистичнi данi.

Рандомiзований показниковий розподiл. Нехай величи-
на Y дiйсно поданого позову має показниковий розподiл з пара-
метром θ:

f(x, θ) =
{
θe−θx, якщо x ≥ 0,

0, якщо x < 0.

Параметр θ набуває значень з множини (0; +∞). Будемо вважа-
ти його гамма-розподiленим iз параметрами (λ;α). Щiльнiсть
розподiлу дiйсно поданого позову знаходимо як сумiш показни-
кових розподiлiв:

f(x) =
∫
R1

f(x, y)g(y)dy =

+∞∫
0

ye−yx
αλ

Γ(λ)
yλ−1e−αydy.

Пiсля замiни t = (x+ α)y маємо

f(x) =
αλ

Γ(λ)

+∞∫
0

(
t

x+ α

)λ
e−t

1
x+ α

dt =

=
αλ

Γ(λ)
1

(x+ α)λ+1

+∞∫
0

tλe−tdt =
αλ

Γ(λ)
1

(x+ α)λ+1
Γ(λ+ 1) =

=
αλλ

(x+ α)λ+1
=
λ

α

(
α

x+ α

)λ+1

, x ≥ 0.

Це щiльнiсть розподiлу Парето з нульовою точкою з параметра-
ми (λ;α). Тому розподiл Парето з нульовою точкою можна роз-
глядати як показниковий розподiл з випадковим параметром,
який має гамма-розподiл.
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Сума випадкового числа доданкiв. Нехай величини
Y1, Y2, . . . , Yn дiйсно поданих позовiв — незалежнi випадковi ве-
личини, показниково розподiленi з параметром θ:

f(x, θ) =
{
θe−θx, якщо x ≥ 0,

0, якщо x < 0.

Параметр θ набуває значень iз множини (0; +∞). Випадкова ве-
личина Sn = Y1 +Y2 + . . .+Yn як сума незалежних показниково
розподiлених випадкових величин з параметром θ має гамма-
розподiл з параметрами (n; θ):

fSn(x, θ) =

{
θn

(n− 1)! x
n−1e−θx, якщо x ≥ 0,

0, якщо x < 0.

Число доданкiв n є параметром, який ми рандомiзуємо за допо-
могою геометричного розподiлу з параметром p:

P{n = k} = (1− p)k−1p, k = 1, 2, . . .

Щiльнiсть розподiлу суми дiйсно поданих позовiв знаходимо як
сумiш щiльностей fSn(x):

f(x) =
∞∑
k=1

θk

(k − 1)!
xk−1e−θx(1− p)k−1p =

= pθe−θx
∞∑
k=1

((1− p)θx)k−1

(k − 1)!
= pθe−pθx, x ≥ 0,

f(x) = 0 для x < 0. Тобто f(x) є щiльнiстю показникового роз-
подiлу з параметром pθ.

Рандомiзований пуассонiв розподiл. Нехай величина X
iндивiдуального позову за договором має пуассонiв розподiл з
параметром λ:

pk(λ) = P{X = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . .

Параметр λ набуває значень iз множини (0; +∞). Будемо вва-
жати його показниково розподiленим з параметром θ. Розподiл
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iндивiдуального позову за договором знаходимо як сумiш роз-
подiлiв pk(λ) [див. рiвнiсть (1.7.1)]:

qk =

+∞∫
0

pk(y)f(y, θ)dy =

+∞∫
0

yk

k!
e−yθe−θydy =

=
θ

k!

+∞∫
0

yke−(θ+1)ydy.

Пiсля замiни t = (θ + 1)y маємо

qk =
θ

k!(θ + 1)

+∞∫
0

(
t

θ + 1

)k
e−tdt =

=
θ

k!(θ + 1)k+1

+∞∫
0

tke−tdt =
θ

k!(θ + 1)k+1
Γ(k + 1) =

=
θ

(θ + 1)k+1
=

θ

θ + 1

(
1

θ + 1

)k
=

θ

θ + 1

(
1− θ

θ + 1

)k
.

Розподiл qk = θ
θ + 1

(
1− θ

θ + 1

)k
, k = 0, 1, 2, . . . є геомет-

ричним розподiлом з параметром θ/(θ + 1).

1.8. Задачi

1.1. Обчислити середнє значення i дисперсiю iндивiдуаль-
ного позову в разi страхування життя на один рiк. Величина
страхової виплати b = 100 000 грн, ймовiрнiсть смертi застрахо-
ваного протягом року q = 0, 0025.

1.2. Обчислити середнє значення та дисперсiю iндивiдуаль-
ного позову в разi страхування життя на один рiк. Величина
страхової виплати у випадку смертi вiд нещасного випадку до-
рiвнює 500 000 грн (iмовiрнiсть цiєї подiї 0,0005), а у випадку
смертi внаслiдок природних причин — 100 000 грн (iмовiрнiсть
цiєї подiї 0,002).

1.3. Розподiл величини дiйсно поданого позову Y для дого-
ворiв страхування автомобiлiв дорiвнює
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20 30 40 50 60 70 80
0,15 0,10 0,05 0,20 0,10 0,10 0,30

Обчислити ймовiрнiсть P{|Y −MY | <
√
DY } того, що величи-

на дiйсно поданого позову Y вiдрiзняється вiд свого середнього
менше, нiж на одне стандартне вiдхилення.

1.4. Iмовiрнiсть виникнення пожежi в деякому будинку про-
тягом заданого промiжку часу становить 0,02. Якщо пожежа
виникає, то величина пошкодження Y , завданого будинку, рiв-
номiрно розподiлена на iнтервалi вiд 0 до її максимально мо-
жливого значення a. Обчислити математичне сподiвання i дис-
персiю величини пошкодження X, завданого пожежею будинку
протягом заданого промiжку часу.

1.5. Iмовiрнiсть пожежi на застрахованому об’єктi вартiстю
6 млн грн дорiвнює q = 10−4. У разi пожежi збитки Y рiвномiрно
розподiленi вiд 0 до повної вартостi об’єкта. Обчислити середнє
значення i дисперсiю позову X.

1.6. Величину iндивiдуального позову X за договором стра-
хування можна подати у виглядi X = IY , де I — iндикатор по-
дiї “вiдбувся страховий випадок”, Y — величина дiйсно поданого
позову. Вiдомо, що MX = 2, DY = 16, DX = 30. Обчислити
ймовiрнiсть P{I = 1} настання страхового випадку та середню
величину дiйсно поданого позову.

1.7. Розподiл величини iндивiдуального позову X для дого-
ворiв страхування складу вiд пожеж дорiвнює

0 500 1000 10000 50000 100000
0,9 0,06 0,03 0,008 0,001 0,001

Знайти розподiли величин I та Y . Обчислити середню величину
дiйсно поданого позову.

1.8. Знайти розподiли, яким вiдповiдають такi генератриси:
а) 1

4(1 + z)2;
б) p(1− qz)−1, p, q > 0, p+ q = 1;
в) eλ(z−1), λ > 0;
г) (p+ qz)n;
д)
(

1 + 1− z
z ln(1− z)

)
.

1.9. Статистичний аналiз даних величин дiйсно поданих по-
зовiв за портфелем договорiв дає пiдстави стверджувати, що ко-
ли Y — величина дiйсно поданого позову, то величина Z = lnY
має нормальний розподiл iз середнiм 6,012 та дисперсiєю 1,792.
Обчислити ймовiрнiсть того, що величина дiйсно поданого по-
зову Y знаходиться в межах вiд 200 до 500.
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1.10. Щомiсячнi виплати страхової компанiї описуються не-
перервною додатною випадковою величиною Y зi щiльнiстю
C(1 + x)−4, x > 0. Обчислити середнi виплати компанiї за один
мiсяць.

1.11. Договiр групового страхування покриває медичнi ви-
трати спiвробiтникiв деякої компанiї. Сумарнi рiчнi виплати
страхової компанiї задаються формулою Z = 100 000Y , де Y
— випадкова величина зi щiльнiстю

f(x) = k(1− x)4, 0 < x < 1; f(x) = 0, x /∈ (0; 1).

Обчислити ймовiрнiсть того, що сумарнi рiчнi виплати страхової
компанiї Z перевищують 40 000, якщо вiдомо, що Z > 10 000.

1.12. Збитки вiд можливої пожежi в крамницi задаються ви-
падковою величиною Y зi щiльнiстю

f(x) =
{

0, 005(20− x), якщо x ∈ (0; 20);
0, якщо x /∈ (0; 20).

Обчислити ймовiрнiсть того, що величина дiйсно поданого по-
зову Y бiльше 16, якщо вiдомо, що вона бiльше 8.

1.13. Час T вiд моменту придбання обладнання до моменту
його вiдмови (виходу з ладу) має експоненцiальний розподiл iз
середнiм 10 рокiв. Власник обладнання вирiшив застрахувати
його на випадок передчасної вiдмови. Згiдно з умовою договору
страхування страхова компанiя виплачує страхову суму x у ви-
падку вiдмови обладнання протягом першого року експлуатацiї,
x/2 — у випадку вiдмови протягом другого або третього року
експлуатацiї i не платить нiчого, якщо обладнання працює без
вiдмови три роки. Вiдомо, що середня величина iндивiдуального
позову до компанiїMX = 1000. Знайти розмiр страхової суми x.

1.14. У невеликому приморському мiстечку рiчнi втрати вiд
штормiв, пожеж та розкрадання майна є незалежними експо-
ненцiйно розподiленими випадковими величинами iз середнiми
1; 1,5 та 2,4 вiдповiдно. Обчислити ймовiрнiсть того, що макси-
мальна величина iз зазначених збиткiв перевищує 3.

1.15. Величина збиткiв, спричинених мешканцям житлових
будинкiв ураганом, описується випадковою величиною зi щiль-
нiстю

f(x) =
{

3/x4, якщо x > 1;
0, якщо x ≤ 1.

До страхової компанiї було подано три позови. Обчислити сере-
днє значення найбiльшого з них.
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1.16. Нехай Y1, Y2, . . . — послiдовнiсть незалежних однако-
во розподiлених випадкових величин, F (x) — функцiя розпо-
дiлу Yi, i = 1, 2, . . . Нехай ν — цiлочислова невiд’ємна випад-
кова величина, яка не залежить вiд Y1, Y2, . . . i має генера-
трису g(z). Обчислити функцiю розподiлу випадкових величин
max{Y1, . . . , Yν}, min{Y1, . . . , Yν}.

1.17. Нехай Y1, Y2, . . . — послiдовнiсть незалежних однаково
розподiлених випадкових величин, ν — цiлочислова невiд’ємна
випадкова величина, яка не залежить вiд Y1, Y2, . . . Позначимо
через g(z) генератрису Yi, а через π(z) — генератрису ν. Обчи-
слити генератрису випадкової величини Y1 + Y2 + . . .+ Yν .

1.18. Нехай Y — невiд’ємна випадкова величина, ϕ(s) — її
перетворення Лапласа. Знайти перетворення Лапласа випадко-
вої величини aY + b (a, b ≥ 0).

1.19. Нехай ϕ1(s), ϕ2(s), . . . — перетворення Лапласа ймовiр-
нiсних розподiлiв F1, F2, . . .; a1, a2, . . . — невiд’ємнi числа такi,

що
∞∑
i=1

ai = 1. Довести, що функцiя

ϕ(s) =
∞∑
k=1

akϕk(s)

є перетворенням Лапласа деякого ймовiрнiсного розподiлу.
1.20. Нехай Y1, Y2, . . . — послiдовнiсть незалежних однаково

розподiлених невiд’ємних випадкових величин, ν — цiлочислова
невiд’ємна випадкова величина, яка не залежить вiд Y1, Y2, . . ..
Позначимо через ϕ(s) перетворення Лапласа Yi, а через π(z) ге-
нератрису ν. Обчислити перетворення Лапласа випадкової ве-
личини Y1 + Y2 + . . .+ Yν .

1.21. Знайти розподiли, яким вiдповiдають такi перетво-
рення Лапласа: а) ϕ(s) = e−as; б) ϕ(s) = λ

λ+ s
, λ > 0;

в) ϕ(s) = βα

(β + s)α , α > 0, β > 0;

г) ϕ(s) = exp{−λ(1− e−s)}, λ > 0;
д) ϕ(s) = q

1− pe−s , p+ q = 1, p > 0, q > 0.

1.22. Знайти перетворення Лапласа для таких розподiлiв:
а) атомiчний розподiл, зосереджений у точцi a;
б) розподiл Пуассона з параметром λ;
в) геометричний розподiл з параметром q.
1.23. Величина дiйсно поданого позову Y для певного ви-

ду нещасних випадкiв є випадковою величиною з генератрисою
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нормованих моментiв:

ϕ(z) =
1

(1− 2z)9 , z <
1
2
.

Обчислити середнє значення та дисперсiю величини Y .
1.24. Iмовiрнiсть страхового випадку дорiвнює 0,1. Величина

дiйсно поданого позову Y має зрiзаний показниковий розподiл
з параметром λ:

FY (x) =

 0, x ≤ 0,
1− e−λx, 0 < x ≤ L,

1, x > L.

Обчислити функцiю розподiлу величини X = IY iндивiду-
ального позову, середнє та дисперсiю величин X та Y .

1.25. Для покриття втрат Z клiєнта, рiвномiрно розподiле-
них на вiдрiзку [0; 1000], укладається договiр страхування, згi-
дно з яким клiєнт самостiйно покриває втрати до певної межi d,
а решту (Z − d) сплачує страхова компанiя. Визначити, на яко-
му рiвнi необхiдно встановити межу d, щоб середня важкiсть
страхового випадку знизилася в 4 рази.

1.26. Iмовiрнiсть потрапити в дорожньо-транспортну приго-
ду протягом деякого iнтервалу часу дорiвнює P{I = 1} = 0, 1.
Величина втрат (збиткiв) пiсля аварiї Z має експоненцiальний
розподiл iз середнiм 3 000 грн. Страхова компанiя встановила
франшизу d=600 грн. Обчислити ймовiрнiсть подання позову
P{X > 0} та розподiл величини дiйсно поданого позову Y .

1.27. Страхова компанiя укладає договори страхування
автомобiлiв на один рiк. Iмовiрнiсть потрапити в дорожньо-
транспортну пригоду дорiвнює P{I = 1} = 0, 05 (протягом дiї
договору можливий лише один страховий випадок). Страхова
компанiя встановила франшизу d = 2. Величина дiйсно зазна-
них втрат Z клiєнтом пiсля настання страхового випадку має
розподiл

P{Z = n} =
K

n
, n = 1, . . . , 5,

де K — деяка константа. Обчислити середнi величини дiйсно
поданого позову Y та iндивiдуального позову X до страхової
компанiї.

1.28. Власник автомобiля застрахував його на випадок по-
шкодження в разi аварiї. Страхова компанiя встановила фран-
шизу d = 250. Обчислити середнє значення та стандартне вiдхи-
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лення величини дiйсно поданого позову Y , якщо вартiсть ремон-
ту автомобiля пiсля аварiї Z рiвномiрно розподiлена на вiдрiзку
[0;1500].

1.29. Страхова компанiя вiдшкодовує стоматологiчнi вида-
тки Z до максимального рiвня L = 250. Щiльнiсть випадкової
величини Z дорiвнює

f(x) =
{
c exp{−0, 004x}, якщо x ≥ 0;

0, якщо x < 0,

де c — деяка константа. Обчислити медiану розподiлу величини
дiйсно поданого позову Y .

1.30. Розподiл тяжкостi Z страхового випадку за договорами
страхування цивiльної вiдповiдальностi автотранспортних засо-
бiв має функцiю розподiлу

F (x) = 1− 0, 8 exp{−0, 02x} − 0, 2 exp{−0, 001x}, x ≥ 0.

Вiдповiдальнiсть страхової компанiї щодо вiдшкодування зби-
ткiв обмежена сумою L = 1000 за кожним страховим випад-
ком. Обчислити середню величину Y дiйсно поданого позову за
одним страховим випадком.

1.31. За договором групового страхування страхова компа-
нiя зобов’язана сплатити 100 вiдсоткiв усiх медичних витрат
спiвробiтникiв деякої компанiї, але в сумi не бiльше 1 млн дола-
рiв за один рiк.

Загальна сума рiчних медичних витрат Z (у млн доларiв) є
випадковою величиною зi щiльнiстю

f(x) =
{
x(4− x)/9, якщо 0 < x < 3;

0, якщо x /∈ (0; 3).

Обчислити очiкуванi виплати страхової компанiї за даним дого-
вором.

1.32. Нехай величина X iндивiдуального позову за догово-
ром має пуассонiв розподiл з параметром λ, λ ∈ (0,+∞). Будемо
вважати, що λ має гамма-розподiл з параметрами α, β. Обчи-
слити розподiл iндивiдуального позову за договором як сумiш
пуассонових розподiлiв.
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Роздiл 2

Моделi процесу позовiв

2.1. Статична модель для числа позовiв
за фiксований промiжок часу

Найпростiша модель надходження позовiв будується за та-
ких припущень.

1) Iнтервал часу фiксований.
2) Кiлькiсть договорiв N — фiксована.
3) Кожен договiр може породжувати не бiльше одного позову

(договiр може й не призводити до позову).
4) Позови, пов’язанi з рiзними договорами — незалежнi подiї

(у теоретико-ймовiрнiсному сенсi).
5) Iмовiрнiсть p подання позову (iмовiрнiсть "успiху") за ко-

жним договором одна й та сама.
За припущень 1–5 загальне число позовiв ν має бiномний

розподiл з параметрами (N ; p):

P{ν = i} = CiN p
i(1− p)N−i, i = 0, 1, 2, . . . , N.

Для ν як для бiномно розподiленої випадкової величини з пара-
метрами (N ; p)

Mν = Np,

Dν = Np(1− p).

Теорема 2.1.1. (найiмовiрнiше число позовiв). Якщо
(N + 1)p — не цiле число, то

PN (i) = CiNp
i(1− p)N−i
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досягає найбiльшого значення в точцi m = [(N + 1)p], моно-
тонно зростаючи при i < m i монотонно спадаючи при i > m.
Якщо (N + 1)p — цiле число, то PN (i) досягає максимального
значення в точках m = (N + 1)p i m− 1 (PN (m− 1) = PN (m)),
монотонно зростаючи при i < m−1 i монотонно спадаючи при
i > m.

Дов е д е н н я .

PN (i)
PN (i− 1)

=
CiNp

i(1− p)N−i

Ci−1
N pi−1(1− p)N−(i−1)

=
(N − i+ 1)p
i(1− p)

=

=
(N + 1)p− ip

i(1− p)
= 1 +

(N + 1)p− i
i(1− p)

.

Тому якщо i < (N + 1)p, то PN (i)/PN (i − 1) > 1 (зi зро-
станням i ймовiрнiсть PN (i) зростає); якщо ж i > (N + 1)p,
то PN (i)/PN (i − 1) < 1 (зi зростанням i ймовiрностi PN (i)
спадають). Звiдси маємо: якщо (N + 1)p — не цiле число, а
m = [(N + 1)p] — найбiльше цiле, що не перевищує (N + 1)p,
то PN (i) набуває найбiльшого значення при m = [(N + 1)p].
Якщо ж (N + 1)p — цiле число, то найiмовiрнiших значень два:
m = (N + 1)p i m− 1, причому PN (m− 1) = PN (m).

Теорема доведена.
Якщо за припущень 1–5 число договорiв N велике, а ймовiр-

нiсть p подання позову, породженого одним договором, мала, то
як розподiл числа позовiв розглядатимемо пуассонiв розподiл з
параметром λ = Np:

P{ν = i} =
λi

i!
e−λ, i = 0, 1, 2, . . .

Це випливає з теореми Пуассона.

Теорема 2.1.2. (теорема Пуассона). Нехай Np→ λ > 0
при N →∞. Тодi для кожного фiксованого i (i = 0, 1, . . .)

lim
N→∞

CiN p
i(1− p)N−i =

λi

i!
e−λ.

Приклад 2.1.1. Страхова компанiя встановила тариф за
деяким видом ризику виходячи з припущення, що ймовiрнiсть
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подання позову дорiвнює 0, 01 (протягом року), а середня тяж-
кiсть страхового випадку дорiвнює 980$. Компанiя уклала 1000
договорiв страхування такого ризику. Через рiк виявилося, що
за цим портфелем договорiв надiйшло 15 позовiв, а середня ве-
личина дiйсно поданого позову дорiвнює 989, 7$. У той час, як
реальна середня величина дiйсно поданого позову достатньо вiд-
повiдає вихiдному припущенню, реальне число поданих позовiв
на 50 вiдсоткiв перевищує очiкуване число (1000 · 0, 01 = 10
позовiв). Визначити, чи можна стверджувати, що актуарiй
компанiї помилився, припустивши дуже низьку ймовiрнiсть
подання позову, або ця розбiжнiсть просто є наслiдком неспри-
ятливого збiгу обставин.

Ро з в ’ я з а н н я. Припустимо, що ймовiрнiсть подання позо-
ву дiйсно дорiвнює p = 0, 01. Тодi число позовiв за портфелем з
N = 1000 договорiв має бiномний розподiл з параметрами (N, p):

P{ν = i} = CiNp
i(1− p)N−i, i = 0, 1, . . . , N.

Оскiльки число договорiв N = 1000 достатньо велике, а ймовiр-
нiсть подання позову p = 0, 01 мала, то середнє число позовiв
Mν = Np = 10 є параметром λ пуассонового розподiлу:

P{ν = i} =
10i

i!
e−10, i = 0, 1, 2, . . .

Тому ймовiрнiсть того, що число позовiв ν перевищить своє се-
реднє значення Mν = 10 на 50 вiдсоткiв, дорiвнює

P{ν ≥Mν + 0, 5Mν} = P{ν ≥ 15} =
+∞∑
i=15

10i

i!
e−10 =

= 1−
14∑
i=0

10i

i!
e−10 = 0, 083,

тому розбiжнiсть мiж реальним та очiкуваним числом поданих
позовiв можна трактувати як несприятливий збiг обставин.
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2.2. Процес Пуаcсона

Нехай у будь-який момент часу t ∈ [0; +∞) до страхової ком-
панiї може надiйти позов. Будемо цiкавитися числом позовiв на
iнтервалi часу [0; t), позначимо це число через ν(t) (ясно, що
коли t1 < t2, то ν(t1) ≤ ν(t2)).

У кожен момент часу t ∈ [0; +∞) ν(t) є випадковою величи-
ною, а їх сукупнiсть {ν(t), t ∈ [0; +∞)} являє собою випадковий
процес. Припустимо, що ν(t) задовольняє такi умови:

1) ν(0) = 0.
2) Для довiльних 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tn−1 < tn випадковi

величини

ν(t1)− ν(t0), ν(t2)− ν(t1), . . . , ν(tn)− ν(tn−1)

незалежнi (процес {ν(t), t ∈ [0; +∞)} є процесом iз незалежними
приростами).

3) Для довiльних t1 < t2, s > 0 розподiли випадкових вели-
чин

ν(t2)− ν(t1) i ν(t2 + s)− ν(t1 + s)

збiгаються ({ν(t), t ∈ [0; +∞)} є процесом зi стацiонарними при-
ростами).

4) P{ν(t+ h)− ν(t) > 1} = o(h) при h→ 0
({ν(t), t ∈ [0; +∞)} є ординарним процесом). Ординарнiсть про-
цесу означає практичну неможливiсть появи двох або бiльше
подiй (позовiв) за малий промiжок часу.

Теорема 2.2.1. Нехай {ν(t), t ∈ [0; +∞)} — випадковий про-
цес iз незалежними стацiонарними приростами такий, що

1) P>1(h) = P{ν(t+ h)− ν(t) > 1} = o(h) при h→ 0,
2) P{ν(t+ h)− ν(t) ≥ 0} = 1 при h > 0.
Тодi

P{ν(t) = k} =
(λt)k

k!
e−λt, k = 0, 1, 2, . . . ,

де λ (λ > 0) — деяка константа.

Дов е д е н н я . Нехай

Pk(t) = P{ν(s+ t)− ν(s) = k}, k = 0, 1, 2, . . . ,
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тобто Pk(t) — iмовiрнiсть того, що на iнтервалi завдовжки t вiд-
будеться k подiй. Спочатку встановимо, що ймовiрнiсть того, що
на iнтервалi довжиною h вiдбудеться точно одна подiя, дорiвнює

P1(h) = λh+ o(h) при h→ 0,

де λ (λ > 0) — деяка константа.
Розглянемо iнтервал часу [0; 1). Позначимо через p = P0(1)

ймовiрнiсть того, що на iнтервалi [0; 1) не вiдбулося жодної подiї.
Розiб’ємо iнтервал [0; 1) на n рiвних неперетинних частин:

[0; 1) =
n−1⋃
i=0

[
i

n
;
i+ 1
n

)
.

Очевидно, що подiю, яка полягає в тому, що на iнтервалi [0; 1)
не надiйшло жодного позову, можна подати у виглядi

{ν(1)− ν(0) = 0} =
n−1⋂
i=0

{
ν

(
i+ 1
n

)
− ν

(
i

n

)
= 0
}
.

Оскiльки прирости процесу незалежнi i стацiонарнi, то

p = P0(1) = P{ν(1)− ν(0) = 0} =

= P

(
n−1⋂
i=0

{
ν

(
i+ 1
n

)
− ν

(
i

n

)
= 0
})

=

=
n−1∏
i=0

P

{
ν

(
i+ 1
n

)
− ν

(
i

n

)
= 0
}

=
n∏
k=1

P

{
ν

(
1
n

)
− ν(0) = 0

}
=

=
n∏
k=1

P0

(
1
n

)
=
(
P0

(
1
n

))n
.

Ймовiрнiсть того, що на [0; 1/n) не надiйшло жодного позову
дорiвнює

P0

(
1
n

)
= p1/n.
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Подiю, яка полягає в тому, що на iнтервалi [0; k/n) не надiйшло
жодного позову, можна подати у виглядi{

ν

(
k

n

)
− ν(0) = 0

}
=

k−1⋂
i=0

{
ν

(
i+ 1
n

)
− ν

(
i

n

)
= 0
}
,

звiдси ймовiрнiсть того, що на iнтервалi [0; k/n) не надiйшло
жодного позову

P0

(
k

n

)
= P

{
ν

(
k

n

)
− ν(0) = 0

}
=
(
P0

(
1
n

))k
= pk/n.

Iмовiрнiсть P0(h) = ph того, що на iнтервалi [0;h) не надi-
йшло жодного позову, як iмовiрнiсть задовольняє нерiвностi
0 ≤ P0(h) ≤ 1, тому

0 ≤ ph ≤ 1.

Останнi нерiвностi для всiх h > 0 виконуються, коли
1) p = 0;
2) p = 1;
3) 0 < p < 1.
Якщо p = 0, то P0(h) = 0 при всiх h. Це означає, що на iн-

тервалi [0;h) (для будь-якого h) з iмовiрнiстю 1 вiдбудеться при-
наймнi одна подiя, а отже, i нескiнченне число подiй. У зв’язку
з тим, що p = 0, P>1(h) = P{ν(h) > 1} не є o(h), коли h → 0.
Одержали протирiччя з припущенням про ординарнiсть проце-
су, отже, p 6= 0.

Якщо p = 1, то P0(h) = 1 для будь-якого h — тобто ймовiр-
нiсть того, що на [0; h) надiйде нуль позовiв, дорiвнює одиницi,
або ймовiрнiсть того, що на [0; h) надiйде один або бiльше по-
зовiв, дорiвнює нулю. Ця ситуацiя не є цiкавою, оскiльки вона
описує вироджений процес. Розглянемо випадок, коли 0 < p < 1.
Подамо p у виглядi

p = e−λ,

тодi
P0(h) = ph = e−λh.

Очевидно, за будь-якого h має мiсце рiвнiсть

P0(h) + P1(h) + P>1(h) = 1.
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Тому, враховуючи ординарнiсть {ν(h), h ∈ [0; +∞)}, маємо

P1(h) = 1− e−λh − o(h),

а отже, при h→ 0
P1(h) = λh+ o(h).

Далi одержимо рiвняння, яким задовольняють Pk+1(t) при
k ≥ 0.

Pk+1(t+ h) = P{ν(t+ h) = k + 1} =

= P

{
k+1⋃
i=0

({ν(t)− ν(0) = i} ∩ {ν(t+ h)− ν(t) = (k + 1)− i})

}
=

=
k+1∑
i=0

P ({ν(t)− ν(0) = i} ∩ {ν(t+ h)− ν(t) = (k + 1)− i}) =

=
k+1∑
i=0

P{ν(t) = i}P{ν(t+ h)− ν(t) = (k + 1)− i} =

= P{ν(t) = k + 1}P{ν(t+ h)− ν(t) = 0}+

+P{ν(t) = k}P{ν(t+ h)− ν(t) = 1}+

+
k−1∑
i=0

P{ν(t) = i}P{ν(t+ h)− ν(t) = (k + 1)− i}. (2.2.1)

Рiвнiсть (2.2.1), враховуючи, що при h→ 0

P0(h) = P{ν(t+ h)− ν(t) = 0} = 1− λh+ o(h),

P1(h) = P{ν(t+ h)− ν(t) = 1} = λh+ o(h),

P>1(h) = P{ν(t+ h)− ν(t) > 1} = o(h),

запишемо в такому виглядi:

Pk+1(t+ h) = P{ν(t) = k + 1}(1− λh+ o(h))+

+P{ν(t) = k}(λh+ o(h)) +
k−1∑
i=0

P{ν(t) = i}o(h).
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Отже, маємо

Pk+1(t+ h) = (1− λh+ o(h))Pk+1(t) + (λh+ o(h))Pk(t) + o(h),

або

Pk+1(t+ h)− Pk+1(t) = −λhPk+1(t) + λhPk(t) + o(h).

Подiливши праву й лiву частини останньої рiвностi на h, при
h→ 0 одержимо

dPk+1(t)
dt

= −λPk+1(t) + λPk(t), k = 0, 1, 2, . . . (2.2.2)

за початкових умов

P0(0) = 1; Pk(0) = P{ν(0) = k} = 0, k = 1, 2, . . .

Щоб розв’язати одержану систему рiвнянь, розглянемо функцiї
Qk(t):

Qk(t) = eλtPk(t), k = 0, 1, . . .

Перепишемо систему (2.2.2) у термiнах функцiй Qk(t). Одержи-
мо (

e−λtQk+1(t)
)′

= −λe−λtQk+1(t) + λe−λtQk(t),

−λe−λtQk+1(t) + e−λtQ
′
k+1(t) = −λe−λtQk+1(t) + λe−λtQk(t).

Звiдси випливає

Q′k+1(t) = λQk(t), k = 0, 1, . . . (2.2.3)

(з Pk(t) = e−λtQk(t) при t = 0 маємо Pk(0) = Qk(0), k = 1, 2, . . .).
Розв’яжемо систему рiвнянь (2.2.3), враховуючи, що

Qk(0) = e0Pk(0) = 0, k = 1, 2, . . . ,

P0(t) = e−λt,

а отже,
Q0(t) = eλtP0(t) = eλte−λt = 1.

Q′1(t) = λQ0(t) = λ,

Q1(t) = λt,
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Q′2(t) = λQ1(t) = λ2t,

Q2(t) =
λ2t2

2
i т.д.;

Qk(t) =
λktk

k!
.

Враховуючи, що

Pk(t) = e−λtQk(t), k = 0, 1, . . . ,

одержимо

Pk(t) =
(λt)k

k!
e−λt, k = 0, 1, . . .

Отже, при кожному t випадкова величина ν(t) має розподiл Пу-
ассона з параметром λt (зокрема, середнє число позовiв за iн-
тервал часу t дорiвнює λt). Зазначимо, що середнє число позовiв
за час t зростає пропорцiйно часу. Теорема доведена.

З доведеної теореми випливає низка наслiдкiв.
Позначимо через ti момент подання i-го позову, через τi —

iнтервал часу мiж моментами ti i ti−1 подання i-го та (i− 1)-го
позовiв.

Наслiдок 1. Iнтервали τi мiж позовами мають показни-
ковий розподiл з параметром λ.

Дов е д е н н я . Позначимо через At подiю "за iнтервал
[s; s+ t), s ≥ 0 не надiйшло жодного позову":

At = {ν(t+ s)− ν(s) = 0} = {τi > t}.

Оскiльки процес ν(t), t ∈ [0; +∞) має стацiонарнi прирости, то
P (At) дорiвнює ймовiрностi подiї Bt — "за iнтервал [0; t) не на-
дiйшло жодного позову":

Bt = {ν(t)− ν(0) = 0} = {ν(t) = 0}.

Очевидно,

P{τi > t} = P (At) = P (Bt) = P{ν(t) = 0} = P0(t) = e−λt.

Отже,
P{τi < t} = 1− e−λt,
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тобто випадкова величина τi розподiлена показниково з параме-
тром λ.

Наслiдок доведений.
Наслiдок 2. Iмовiрнiсть подання позову за малий iнтервал

часу (t, t+h) не залежить вiд надходження позовiв до моменту
t i дорiвнює λh+ o(h).

Iмовiрнiсть подання бiльше нiж одного позову за малий iн-
тервал часу (t, t+ h) дорiвнює o(h).

Дов е д е н н я . Оскiльки процес має властивiсть вiдсутностi
пiслядiї, то подання позовiв на iнтервалi (t, t + h) не залежить
вiд подання позовiв до моменту t.

Iмовiрнiсть подання одного позову на iнтервалi (t, t+ h) до-
рiвнює

P{ν(t+ h)− ν(t) = 1} =
(λh)1

1!
e−λh =

= (λh)(1− λh+ o(h)) = λh+ o(h).
А ймовiрнiсть подання бiльше одного позову на iнтервалi
(t, t+ h) дорiвнює

P{ν(t+ h)− ν(t) > 1} = 1− P{ν(t+ h)− ν(t) ≤ 1} =

= 1− P{ν(t+ h)− ν(t) = 0}+ P{ν(t+ h)− ν(t) = 1} =

= 1−
(

(λh)0

0!
e−λh +

(λh)1

1!
e−λh

)
= 1− (1 + λh)e−λh =

= 1− (1 + λh)(1− λh+ o(h)) = o(h).
Наслiдок доведений.
Наслiдок 3. Iнтервали мiж надходженням позовiв — не-

залежнi випадковi величини.
Наслiдок 4. Момент tn надходження n-го позову має

гамма-розподiл iз параметрами (n;λ), тобто щiльнiсть роз-
подiлу випадкової величини tn задається формулою

f(x) =

{
λn

(n− 1)! x
n−1e−λx, якщо x ≥ 0,

0, якщо x < 0.

Дов е д е н н я . Момент tn надходження n-го позову мо-
жна подати у виглядi суми незалежних випадкових величин
τ1, τ2, . . . , τn, кожна з яких має показниковий розподiл з па-
раметром λ (або, що те ж саме, гамма-розподiл з параметра-
ми (1;λ)). Тому tn = τ1 + τ2 + · · · + τn як сума незалежних
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гамма-розподiлених з параметрами (1;λ) випадкових величин
має гамма-розподiл з параметрами (n;λ).

Наслiдок доведений.
Наслiдок 5. Якщо на iнтервалi [0; t) поданий один позов,

то момент його надходження t1 розподiлений рiвномiрно на
[0; t).

Дов е д е н н я . У термiнах процесу ν(s), s ∈ [0;∞) наявнiсть
одного позову на iнтервалi [0; t) означає, що ν(t) = 1. Знайдемо
функцiю розподiлу випадкової величини t1 — моменту надхо-
дження позову за умови ν(t) = 1. Нехай 0 < u < t. Враховуючи
незалежнiсть i стацiонарнiсть приростiв процесу, маємо

F (u) = P{t1 < u|ν(t) = 1} =
P{t1 < u, ν(t) = 1}

P{ν(t) = 1}
=

=
P{ν(u)− ν(0) = 1, ν(t)− ν(u) = 0}

P{ν(t) = 1}
=

=
P{ν(u)− ν(0) = 1}P{ν((t− u) + u)− ν(u) = 0}

P{ν(t) = 1}
=

=
P{ν(u)− ν(0) = 1}P{ν(t− u)− ν(0) = 0}

P{ν(t) = 1}
=

=
P1(u)P0(t− u)

P1(t)
=
λue−λue−λ(t−u)

λte−λt
=
u

t
.

А функцiя F (u) = u/t, u ∈ [0; t) є функцiєю рiвномiрного роз-
подiлу на iнтервалi [0; t).

Наслiдок доведений.

Приклад 2.2.1. Страхова компанiя має два портфелi A
та B договорiв страхування. Позови за портфелем A пiдпоряд-
ковуються пуассоновому процесу iз середнiм 3 позови за рiк, а
позови за портфелем B — пуассоновому процесу з середнiм 5
позовiв за рiк. Цi два процеси — незалежнi. Обчислити ймо-
вiрнiсть того, що за портфелем A 3 позови надiйдуть ранiше,
нiж 3 позови за портфелем B.

Ро з в ’ я з а н н я. Розглянемо пуассонiв процес iз параметром
λ i позначимо через tn — момент надходження n-го позову. Як
вiдомо, момент tn надходження n-го позову має гамма-розподiл
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iз параметрами (n;λ), тобто щiльнiсть розподiлу випадкової ве-
личини tn

f(t) =

{
λn

(n− 1)! t
n−1e−λt, якщо t ≥ 0,

0, якщо t < 0.

Позначимо через tA та tB — моменти надходження третьо-
го позову за портфелями A та B вiдповiдно. Момент tA над-
ходження третього позову за портфелем A має гамма-розподiл
iз параметрами (3; 3), момент tB надходження третього позову
за портфелем B має гамма-розподiл iз параметрами (3; 5). Iмо-
вiрнiсть того, що за портфелем A три позови надiйдуть ранiше,
нiж три позови за портфелем B, дорiвнює

P{tA < tB} = P{tB − tA > 0} =

+∞∫
0

ftB−tA(x)dx,

де щiльнiсть розподiлу ftB−tA(x) випадкової величини tB − tA
дорiвнює

ftB−tA(x) =

+∞∫
−∞

ftB (x+ y)ftA(y)dy =

=

+∞∫
0

ftB (x+ y)
27
2
y2e−3ydy =

=
27
2

+∞∫
x

ftB (t)(t− x)2e−3(t−x)dt

(скористалися замiною змiнної x+ y = t). Обчисливши останнiй
iнтеграл для кожного значення x ∈ R1, одержимо: якщо x < 0,
то

27
2

+∞∫
x

ftB (t)(t− x)2e−3(t−x)dt =
3375

4
e3x

+∞∫
0

t2(t− x)2e−8tdt =

=
(

10125
16384

− 10125
4096

x+
3375
1024

x2

)
e3x;
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якщо x ≥ 0, то

27
2

+∞∫
x

ftB (t)(t− x)2e−3(t−x)dt =
3375

4
e3x

+∞∫
x

t2(t− x)2e−8tdt =

=
3375
16384

(16x2 + 12x+ 3)e−5x.

Таким чином, щiльнiстю розподiлу випадкової величини tB−tA є

ftB−tA(x) =


(

10125
16384

− 10125
4096

x+
3375
1024

x2

)
e3x, якщо x < 0;

3375
16384

(16x2 + 12x+ 3)e−5x, якщо x ≥ 0.

За вiдомою щiльнiстю розподiлу ftB−tA(x) випадкової величини
tB − tA обчислюємо шукану ймовiрнiсть

P{tB − tA > 0} =

+∞∫
0

ftB−tA(x)dx =

=
3375
16384

+∞∫
0

(16x2 + 12x+ 3)e−5xdx = 0, 2752.

2.3. Вiд’ємний бiномний розподiл

Якщо число договорiв N — велике, а ймовiрнiсть позову p,
породженого одним дововором мала, то число позовiв ν за фi-
ксований промiжок часу описується пуассоновим розподiлом

πi(λ) = P{ν = i} =
λi

i!
e−λ, i = 0, 1, 2, . . . ,

де λ — середнє число позовiв за iнтервал часу, який розглядає-
ться.
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Як правило, параметр λ залежить вiд низки факторiв (на-
приклад, у випадку страхування автомобiлiв λ залежить вiд чи-
сла днiв з поганою погодою), тому фактично ми маємо справу з
сiм’єю розподiлiв

πi(λ), i = 0, 1, 2, . . . ,

яка залежить вiд параметра λ. Нехай параметр λ має розподiл
Fλ, тодi розподiл числа позовiв у цiй моделi знаходимо як сумiш
розподiлiв:

πi =

+∞∫
0

πi(x)Fλ(dx), i = 0, 1, 2, . . .

(див. також розд. 1.7). Зокрема, якщо розподiл Fλ абсолютно
неперервний зi щiльнiстю fλ(x), то

πi =

+∞∫
0

πi(x)fλ(x)dx, i = 0, 1, 2, . . .

Далi розглянемо ситуацiю, коли параметр λ має гамма-розподiл
з параметрами α, β:

fλ(x) =

{
βα

Γ(α) x
α−1e−βx, якщо x > 0,
0, якщо x ≤ 0.

Гамма-розподiл адекватно моделює ситуацiю, коли значення
параметра λ коливаються навколо деякого значення λ0 (досить
малi й досить великi значення λ хоча й можливi, але малоймо-
вiрнi).

У разi гамма-розподiлу параметра λ сумiш пуассонових роз-
подiлiв має вигляд

πi =

+∞∫
0

xi

i!
e−x

βα

Γ(α)
xα−1e−βxdx =

=
βα

i!Γ(α)

+∞∫
0

xi+α−1e−(β+1)xdx, i = 0, 1, 2, . . .
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Пiсля замiни (β + 1)x = t маємо

πi =
βα

i!Γ(α)

+∞∫
0

(
t

β + 1

)i+α−1

e−t
dt

β + 1
=

=
βα

i!Γ(α)(β + 1)i+α

+∞∫
0

ti+α−1e−tdt =
βα

i!Γ(α)(β + 1)i+α
Γ(i+ α) =

=
βα(i+ α− 1)(i+ α− 2) . . . α

(β + 1)i+α i!
=

=
α(α+ 1) . . . (α+ i− 1)

i!

(
β

β + 1

)α( 1
β + 1

)i
=

=
α(α+ 1) . . . (α+ i− 1)

i!
pαqi,

де p = β/(β + 1), q = 1/(β + 1).
Розподiл

πi =
α(α+ 1) . . . (α+ i− 1)

i!
pαqi, i = 0, 1, 2, . . .

називається вiд’ємним бiномним розподiлом iз параметрами p
та α (α > 0).

Генератриса вiд’ємного бiномного розподiлу дорiвнює

g(z) = Mzν =
∞∑
k=0

α(α+ 1) . . . (α+ k − 1)
k!

pαqkzk =

= pα
∞∑
k=0

(−1)k
−α(−α− 1) . . . (−α− k + 1)

k!
(zq)k =

= pα(1− zq)−α =
(

p

1− zq

)α
.

За вiдомою генератрисою числа позовiв ν знаходимо Mν i Dν:

Mν = g′(1) =
αq

p
, Dν = g′′(1) + g′(1)− (g′(1))2 =

αq

p2
.
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Приклад 2.3.1. Актуарiй страхової компанiї, яка займа-
ється страхуванням автомобiлiв, установив, що для навман-
ня обраного застрахованого автомобiля розподiл числа позовiв,
поданих протягом року, має вiд’ємний бiномний розподiл iз се-
реднiм 0, 2 та дисперсiєю 0, 4.

Для кожного конкретного застрахованого автомобiля роз-
подiл числа позовiв, поданих протягом року, є пуассоновим роз-
подiлом, параметр якого для навмання обраного автомобiля
гамма-розподiлений. Обчислити середнє та дисперсiю гамма-
розподiлу.

Ро з в ’ я з а н н я. Нехай ν — число позовiв, поданих протягом
року. Для вiд’ємного бiномного розподiлу з параметрами p та α
середнє та дисперсiя числа поданих позовiв за одним договором
дорiвнюють

Mν =
α(1− p)

p
, Dν =

α(1− p)
p2

,

звiдки

p =
Mν

Dν
= 0, 5, α =

(Mν)2

Dν −Mν
= 0, 2.

Вiд’ємний бiномний розподiл з параметрами
(p = β/(β + 1), α) можна розглядати як рандомiзований
пуассонiв розподiл з параметром λ, що має гамма-розподiл з
параметрами α, β. Тому гамма-розподiл має параметри

α =
(Mν)2

Dν −Mν
= 0, 2,

β =
p

1− p
=

Mν

Dν −Mν
= 1,

а отже, середнє та дисперсiя гамма-розподiлу дорiвнюють

α

β
= Mν = 0, 2,

α

β2
= Dν −Mν = 0, 2

вiдповiдно.
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2.4. Задачi

2.1. Число поданих позовiв протягом мiсяця задається ви-
падковою величиною ν з розподiлом

P{ν = n} =
1

(n+ 1)(n+ 2)
, n = 0, 1, . . .

Обчислити ймовiрнiсть того, що протягом мiсяця буде подано
принаймнi один позов, якщо вiдомо, що число поданих позовiв
протягом мiсяця не перевищує 4.

2.2. Число позовiв, поданих протягом одного тижня, не за-
лежить вiд числа позовiв, поданих протягом iнших тижнiв, i
задається випадковою величиною ν з розподiлом

P{ν = n} =
1

2n+1
, n = 0, 1, . . .

Обчислити ймовiрнiсть того, що протягом двох тижнiв буде по-
дано 7 позовiв.

2.3. Число позовiв за одним договором страхування протя-
гом року має пуассонiв розподiл, при цьому для половини дого-
ворiв середнє число позовiв за рiк дорiвнює 2, а для iншої по-
ловини — 4. За навмання обраним договором два роки поспiль
було подано по 4 позови за рiк. З’ясувати, скiльки в середньому
можна очiкувати позовiв за цим договором в наступному роцi.

2.4. Страхова компанiя встановила цiну на страхування зби-
ткiв вiд ураганiв за таких припущень: 1) протягом одного року
не може бути бiльше одного урагану; 2) ймовiрнiсть того, що
протягом одного року вiдбудеться ураган, дорiвнює 0,05; 3) чи-
сло ураганiв протягом одного року не залежить вiд числа ура-
ганiв протягом iнших рокiв. Використовуючи припущення ком-
панiї, обчислити ймовiрнiсть того, що за 20 рокiв вiдбудеться
менше трьох ураганiв.

2.5. Актуарiй страхової компанiї встановив, що протягом дiї
певного виду договору застрахованi подають два позови в три
рази частiше, нiж чотири. Обчислити дисперсiю числа поданих
позовiв, якщо воно має пуассонiв розподiл.

2.6. Страхова компанiя уклала 1 250 договорiв страхування.
Число позовiв за одним договором протягом року має пуассонiв
розподiл iз середнiм 2. Вiдомо, що числа позовiв, поданих до
компанiї рiзними застрахованими, не залежать одне вiд одно-
го. Обчислити ймовiрнiсть того, що за портфелем договорiв у
цiлому протягом року буде подано вiд 2 450 до 2 600 позовiв.
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2.7. Розподiл числа позовiв ν до страхової компанiї є ран-
домiзованим пуассоновим розподiлом iз середнiм значенням, що
рiвномiрно розподiлено на вiдрiзку [0; 5]. Обчислити ймовiрнiсть
того, що до компанiї буде подано принаймнi два позови.

2.8. Число позовiв ν до страхової компанiї має рандомiзо-
ваний пуассонiв розподiл iз середнiм значенням λ, що гамма-
розподiлено iз середнiм 1 та дисперсiєю 2. Обчислити ймовiр-
нiсть того, що число позовiв до компанiї дорiвнює 1.

2.9. Промiжок часу вiд моменту укладання договору стра-
хування цивiльної вiдповiдальностi водiїв до моменту настання
першого страхового випадку для досвiдчених водiїв має експо-
ненцiальний розподiл iз середнiм 6 рокiв, а для недосвiдчених
водiїв — експоненцiальний розподiл iз середнiм 3 роки. Для рi-
зних водiїв цi промiжки часу є незалежними випадковими вели-
чинами. Розглянемо двох водiїв, одного досвiдченого, а iншого
— недосвiдченого. Обчислити ймовiрнiсть того, що для досвiд-
ченого водiя час до настання страхового випадку менший нiж
3 роки, а для недосвiдченого — менший нiж 2 роки.

2.10. Процес подання позовiв до страхової компанiї є пуас-
соновим з параметром 2. Обчислити середнiй час до подання
п’ятого позову.

2.11. Нехай tk — час мiж закiнченням обробки (k−1)-ї та k-ї
заяв про страховi випадки вiддiлом регулювання збиткiв стра-
хової компанiї. Вiдомо, що t1, t2, . . . — незалежнi в сукупностi й
однаково розподiленi випадковi величини, щiльнiсть кожної до-
рiвнює 0, 2e−0,2t, t > 0, де t вимiрюється у хвилинах. Обчислити
ймовiрнiсть того, що протягом 10 хв буде оброблено принаймнi
2 заяви.

2.12. Частина портфеля автомобiльного страхування скла-
дається з договорiв з високим ступенем ризику. Для кожного
такого договору промiжок часу вiд початку року до моменту
надходження позову має експоненцiальний розподiл. Страхова
компанiя припускає, що протягом перших 50 днiв року позови
подаватимуться за 30% договорiв з високим ступенем ризику.
Визначити середню частку договорiв з високим ступенем ри-
зику, за якими будуть поданi позови протягом перших 80 днiв
року.

2.13. Страхова компанiя уклала 4 000 договорiв страхуван-
ня. Договори статистично однорiднi та позови, поданi за догово-
рами, незалежнi. Далi наведенi данi про число позовiв, поданих
за одним договором протягом року:

Число поданих позовiв 0 1 2 3
Число договорiв 3288 642 66 4
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Припускаючи, що число поданих позовiв за одним договором
має пуассонiв розподiл, оцiнити параметр λ цього розподiлу. По-
будувати довiрчий iнтервал для параметра λ з коефiцiєнтом на-
дiйностi 0,95.

2.14. Страхова компанiя займається страхуванням цивiль-
ної вiдповiдальностi власникiв автомобiлiв. Деякi клiєнти ком-
панiї завищують число автомобiлiв ν, пошкоджених у дорожньо-
транспортних пригодах, що вiдбулися з їх вини (намагаючись
одержати частку вiд незаконно виплаченої величини дiйсно по-
даного позову).

Далi наведенi данi 1) про число автомобiлiв, пошкоджених у
результатi 1 000 ДТП, винуватцями яких є власники автомобi-
лiв, застрахованих у компанiї; 2) про ймовiрностi пошкодження
автомобiлiв у результатi одного ДТП, одержанi за допомогою
статистичного аналiзу ретельно розслiдуваних страхових випад-
кiв (що виключає будь-яку можливiсть шахрайства).

Число пошкоджених Iмовiрнiсть Число ДТП
автомобiлiв

1 0,25 235
2 0,35 335
3 0,24 250
4 0,11 111
5 0,04 47
≥ 6 0,01 22

Застосовуючи критерiй χ2, перевiрити гiпотезу про те, що
серед поданих 1 000 позовiв до компанiї не було випадкiв ша-
храйства.

2.15. Далi наведенi данi про число позовiв, поданих за один
день протягом року до страхової компанiї:

Число позовiв Число днiв
за день

0 50
1 122
2 101
3 92
≥ 4 0

Застосовуючи критерiй χ2, перевiрити гiпотезу про пуассонiв
розподiл числа позовiв, поданих за один день протягом року.
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Роздiл 3

Математична модель
iндивiдуального ризику

Модель iндивiдуального ризику — найпростiша з моделей
функцiонування страхової компанiї, за допомогою якої можна
обчислити ймовiрнiсть банкрутства компанiї. Вона базується на
таких припущеннях.

1) Аналiзується короткий промiжок часу (отже, можна зне-
хтувати iнфляцiєю та не враховувати прибуток вiд iнвестуван-
ня).

2) Число договорiв страхування N фiксоване.
3) Плата за страховку вноситься на початку перiоду страху-

вання (нiяких надходжень протягом цього перiоду немає), роз-
рахунок проводиться в кiнцi перiоду.

4) Кожен договiр страхування розглядається незалежно вiд
iнших, розподiл iндивiдуального позову Xi за i-м договором
(i = 1, 2, . . . , N) вiдомий.

За наявностi цих припущень ймовiрнiсть банкрутства визна-

чається сумарним позовом S =
N∑
i=1

Xi до страхової компанiї та

величиною резервного капiталу компанiї u.
Якщо сумарний позов S бiльший, нiж капiтал компанiї u,

то компанiя не зможе виконати свої зобов’язання i збанкрутує.
Тому ймовiрнiсть банкрутства компанiї дорiвнює

R = P

{
N∑
i=1

Xi > u

}
.
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3.1. Розрахунок iмовiрностi банкрутства

Нагадаємо, що за розподiлами F та G незалежних випадко-
вих величин ξ1 i ξ2 розподiл Q суми ξ1+ξ2 одержуємо як згортку
розподiлiв F i G:

Q(x) =
∫
R1

G(x− y)F (dy) =
∫
R1

F (x− y)G(dy).

Зокрема, якщо G i F — атомiчнi розподiли, зосередженi в
атомах 0, 1, 2, . . .:

G({i}) = gi, i = 0, 1, 2, . . . , F ({j}) = fj , j = 0, 1, 2, . . . ,

то згортка Q = F ∗ G = G ∗ F є атомiчним розподiлом, зосере-
дженим в атомах 0, 1, 2, . . ., причому

Q({k}) = qk =
k∑
i=0

gk−ifi =
k∑
i=0

fk−igi,

k = 0, 1, 2, . . .
У припущеннi, що розподiли величин позовiв X1, X2, . . . , XN

вiдомi й випадковi величини X1, X2, . . . , XN незалежнi, розподiл

суми
N∑
i=1

Xi можна обчислити як згортку розподiлiв цих випад-
кових величин.

За вiдомим розподiлом суми
N∑
i=1

Xi ймовiрнiсть банкрутства

компанiї обчислюється так:

R = P

{
N∑
i=1

Xi > u

}
,

де u — капiтал компанiї.
Зазначимо, що в моделi iндивiдуального ризику величини по-

зовiв Xi, i = 1, . . . , N не можуть бути абсолютно неперервними,
оскiльки їх розподiли мають атоми в нулi.

Приклад 3.1.1. Портфель компанiї складається з чоти-
рьох однакових договорiв страхування життя. Якщо смерть
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застрахованого настала через нещасний випадок, то спадкоєм-
цям виплачують 500 000 грн. Якщо смерть застрахованого на-
ступила природно, то страхова виплата дорiвнює 250 000 грн
у певнiй вiковiй категорiї. Iмовiрнiсть природної смертi дорiв-
нює 0, 1, а ймовiрнiсть смертi вiд нещасного випадку — 0, 001.
Знайти залежнiсть iмовiрностi банкрутства R вiд величини
капiталу компанiї u.

Ро з в’ я з а н н я. Перший спосiб. Для розрахункiв зручно
прийняти 250 000 грн за одиницю вимiру грошових сум. Тодi роз-
подiл iндивiдуального позову Xi за i-м договором (i = 1, 2, 3, 4)
вiдомий i дорiвнює

0 1 2
0,899 0,1 0,001

причому X1, X2, X3, X4 — незалежнi випадковi величини. Розпо-
дiл суми X1 +X2 iндивiдуальних позовiв знаходимо як згортку
атомiчних розподiлiв. Спiльний розподiл (X1, X2) має такий ви-
гляд:

Значен- Значення X2

ня X1 0 1 2

0 0,8082 0,0899 8, 99 · 10−4

1 0,0899 0,01 10−4

2 8, 99 · 10−4 10−4 10−6

Звiдси розподiл суми X1 +X2 такий:

0 1 2 3 4
0,8082 0,1798 0,0118 2 · 10−4 10−6

Аналогiчно знаходимо розподiл суми X1 + X2 + X3. Спiльний
розподiл (X1 +X2, X3) має такий вигляд:

Значен- Значення X1 +X2

ня X3 0 1 2 3 4
0 0,7266 0,1616 0,0106 1, 8 · 10−4 8, 99 · 10−7

1 0,0808 0,0180 0,0012 2, 0 · 10−5 10−7

2 8, 08 · 10−4 1, 8 · 10−4 1, 18 · 10−5 2, 0 · 10−7 10−9

Тому розподiл суми X1 +X2 +X3 такий:
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0 1 2 3 4 5 6
0,7266 0,2425 0,0294 1, 54 · 10−3 3, 27 · 10−5 3 · 10−7 10−9

Спiльний розподiл (X1 +X2 +X3, X4) дорiвнює

Значення Значення X4

X1 +X2 +X3 0 1 2
0 0,6532 0,0727 7, 27 · 10−4

1 0,2180 0,0242 2, 42 · 10−4

2 0,0264 0,0029 2, 94 · 10−5

3 1, 38 · 10−3 1, 54 · 10−4 1, 54 · 10−6

4 2, 94 · 10−5 3, 27 · 10−6 3, 27 · 10−8

5 2, 7 · 10−7 3 · 10−8 3 · 10−10

6 8, 99 · 10−10 10−10 10−12

Тодi розподiл суми X1 +X2 +X3 +X4 такий:

0 0,6532 5 5, 08 · 10−6

1 0,2906 6 6, 36 · 10−8

2 0,0514 7 4 · 10−10

3 4, 57 · 10−3 8 10−12

4 2, 13 · 10−4

Отже, залежнiсть ймовiрностi банкрутства R вiд капiталу
компанiї u дорiвнює R(u) = P{X1+X2+X3+X4 > u} i задається
таблицею

u R(u) u R(u)

0 0,3468 5 6, 4 · 10−8

1 0,0562 6 4, 01 · 10−10

2 0,0048 7 10−12

3 2, 18 · 10−4 8 0
4 5, 14 · 10−6

Другий спосiб. Застосуємо генератриси для знаходження
розподiлу суми X1 +X2 +X3 +X4, а саме кожен iндивiдуальний
позов за i-м договором (i = 1, 2, 3, 4) має одну й ту ж генератри-
су

g1(z) = g2(z) = g3(z) = g4(z) = 0, 899z0 + 0, 1z1 + 0, 001z2.
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Тодi генератриса суми X1 +X2 +X3 +X4 дорiвнює

g(z) = g1(z)g2(z)g3(z)g4(z) = (0, 899z0 + 0, 1z1 + 0, 001z2)4 =

= 0, 6532 + 0, 2906z + 0, 0514z2 + 4, 57 · 10−3z3 + 2, 13 · 10−4z4+

+5, 08 · 10−6z5 + 6, 36 · 10−8z6 + 4 · 10−10z7 + 10−12z8.

Коефiцiєнт при zn дорiвнює ймовiрностi P

{
4∑
j=1

Xj = n

}
,

n = 0, 1, . . . , 8.
Отже, залежнiсть ймовiрностi банкрутства R вiд капiталу

компанiї u задається таблицею

u R(u) u R(u)

0 0,3468 5 6, 4 · 10−8

1 0,0562 6 4, 01 · 10−10

2 0,0048 7 10−12

3 2, 18 · 10−4 8 0
4 5, 14 · 10−6

Наближений метод розрахунку ймовiрностi банкрут-
ства. Число договорiв (число застрахованих осiб) N , як прави-

ло, велике. Тому розподiл суми SN =
N∑
i=1

Xi як згортку розподi-

лiв випадкових величин зазвичай не обчислюють, а знаходять,
застосовуючи центральну граничну теорему.

Якщо випадковi величини X1, X2, . . . , XN — незалежнi та
однаково розподiленi зi скiнченною дисперсiєю DXi = σ2 < ∞,
то при N →∞

P

{
SN −MSN√

DSN
< x

}
→ 1√

2π

x∫
−∞

e−
t2

2 dt.

Згiдно з центральною граничною теоремою для великих N як
розподiл нормованої суми

SN −MSN√
DSN
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можна розглядати нормальний розподiл iз параметрами (0;1).
Тодi ймовiрнiсть банкрутства можна обчислити так:

R = P {SN > u} = 1−N0;1

(
u−MSN√

DSN

)
,

де N0;1(s) — значення функцiї нормального розподiлу з параме-
трами (0;1) у точцi s.

Приклад 3.1.2. У страховiй компанiї застраховано
N = 3 000 осiб з iмовiрнiстю смертi протягом року 0, 003. Ком-
панiя виплачує нащадкам суму 250 000 грн у випадку смертi за-
страхованого протягом року i не платить нiчого, якщо особа
доживе до кiнця року. Визначити мiнiмальну величину капiта-
лу, за якого ймовiрнiсть банкрутства компанiї не перевищує
0, 05.

Ро з в’ я з а н н я. Вiзьмемо величину 250 000 грн за одиницю
вимiру грошових сум.Тодi iндивiдуальний позов Xi до компанiї
має розподiл

0 1
0,997 0,003

при цьому MXi = 0, 003, DXi = 0, 002991 та X1, X2, . . . , X3000
— незалежнi випадковi величини. Тодi математичне
сподiвання MS та дисперсiя DS сумарного позову
S = X1 + X2 + . . . + X3000 до компанiї дорiвнюють
MS = M(X1 + X2 + . . . + X3000) = 3000 · 0, 003 = 9,
DS = D(X1 + X2 + . . . + X3000) = 3000 · 0, 002991 = 8, 973.
Знайдемо величину капiталу компанiї, при якому ймовiрнiсть
банкрутства компанiї дорiвнює 0,05. Маємо

0, 05 = P {S > u} = 1−N0;1

(
u−MS√

DS

)
,

N0;1

(
u− 9√
8, 973

)
= 0, 95,

звiдси
u− 9√
8, 973

= 1, 65

i мiнiмальний капiтал компанiї має бути не меншим u = 13, 94
або 3 485 642, 4 грн.
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3.2. Принципи призначення
страхових премiй

Сума p, за яку фiзична або юридична особа купує собi стра-
ховку (страховий захист), називається страховою премiєю. Пи-
тання про премiю, яку призначає страхова компанiя за той чи
iнший взятий на себе ризик, досить складне. Щоб вiдповiсти на
нього, необхiдно враховувати велику кiлькiсть факторiв: iмовiр-
нiсть подання позову, очiкувану величину позову, величину роз-
сiювання позовiв, зв’язок з iншими позовами, якi вже прийняла
компанiя, органiзацiйнi витрати на ведення угод, спiввiдноше-
ння мiж попитом та пропозицiєю за даним видом ризикiв на
ринку страхових послуг та iн. Але основним принципом є прин-
цип еквiвалентностi фiнансових зобов’язань страхової компанiї
та страхувальника.

Розглянемо найпростiший вид страхування, коли плата за
страховку повнiстю вноситься в момент укладання угоди. То-
дi зобов’язання страхувальника виражаються у сплатi премiї p.
Зобов’язання компанiї полягають у сплатi позову X.

З’ясуємо, у чому полягає принцип еквiвалентностi фiнансо-
вих зобов’язань. Зрозумiло, що цей принцип не може виража-
тися рiвнiстю p = X вже хоча б тому, що p — константа, а X
— випадкова величина. Тодi, мабуть, принцип еквiвалентностi
можна виразити рiвнiстю

p = MX

(премiя дорiвнює середньому значенню позову). Оцiнимо, якими
при цьому будуть можливостi виконання компанiєю своїх зобо-
в’язань, точнiше обчислимо ймовiрнiсть банкрутства в межах
моделi iндивiдуального ризику.

Нехай N — число договорiв у портфелi компанiї;

X1, X2, . . . , XN — позови за цими договорами; S =
N∑
i=1

Xi —

величина сумарного позову; pi — плата за i-м договором, тобто
pi дорiвнює MXi.

Резервний фонд компанiї u дорiвнює

u =
N∑
i=1

pi =
N∑
i=1

MXi = M

(
N∑
i=1

Xi

)
= MS.

Iмовiрнiсть банкрутства за припущення p = MX дорiвнює
R = P{S > MS}.
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Обчислимо цю ймовiрнiсть за допомогою гауссового наближен-
ня:

R = P{S > u} = P{S −MS > 0} = P

{
S −MS√

DS
> 0
}

=

= 1−N0;1(0) = 1/2.

Безумовно, така ймовiрнiсть банкрутства неприйнятна (за цих
припущень компанiя виконує свої зобов’язання лише з iмовiр-
нiстю 1/2). Тому рiвнiсть p = MX не виражає еквiвалентностi
зобов’язань компанiї та застрахованої особи. Компанiя має ри-
зик, повязаний iз тим, що внаслiдок випадкових обставин во-
на повинна буде (з iмовiрнiстю 1/2) сплатити бiльшу суму, нiж
MX. Застрахована особа такого ризику не має. Тому природно,
щоб плата за страховку включала деяку надбавку l, яка б гаран-
тувала виплату позовiв (виконання страховою компанiєю своїх
зобов’язань) iз великою ймовiрнiстю. Призначимо таку премiю
за i-ту страховку:

pi = MXi + li.

Величину MXi називають нетто-премiєю, li — страховою
надбавкою, а θi = li/MXi — вiдносною страховою надбавкою.

Резерв u страхової компанiї становитиме

u =
N∑
i=1

pi =
N∑
i=1

(MXi + li) = MS + l,

де l =
N∑
i=1

li — загальна додаткова сума.

Iмовiрнiсть банкрутства компанiї дорiвнює

R = P{S > u} = P{S > MS + l} = P

{
S −MS√

DS
>

l√
DS

}
=

= 1−N0;1

(
l√
DS

)
.

Для того щоб компанiя не збанкрутувала (виконала свої зо-
бов’язання) з iмовiрнiстю α ( α — число, близьке до 1), необхi-
дно, щоб

α = 1−R = P

{
S −MS√

DS
<

l√
DS

}
= N0;1

(
l√
DS

)
,
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l одержимо з умови
l√
DS

= xα,

отже,
l = xα

√
DS, (3.2.1)

де xα — α-квантиль нормального розподiлу.
Спiввiдношення l = xα

√
DS показує величину загальної до-

даткової суми l. Тепер необхiдно з’ясувати, як справедливо роз-
подiлити її мiж N договорами.

Зазвичай суму l розподiляють пропорцiйно очiкуваному по-
зову MXi, тобто

li = kMXi, i = 1, 2, . . . , N. (3.2.2)

За цих умов

l =
N∑
i=1

li = k
N∑
i=1

MXi = kM
N∑
i=1

Xi,

l = kMS.

З останньої рiвностi й спiввiдношення (3.2.1) маємо

xα
√
DS = kMS,

або

k = xα

√
DS

MS
.

Отже, за умов (3.2.2) страхова надбавка за i-м договором дорiв-
нює

li = kMXi = xα

√
DS

MS
MXi,

а премiя —

pi = MXi+ li = (1+θi)MXi = MXi+MXi

(
xα

√
DS

MS

)
. (3.2.3)

Призначення страхових надбавок згiдно з формулою

li = xα

√
DS

MS
MXi
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не слушне щодо договорiв iз малим розсiюванням величини Xi
можливого позову, тобто з малою дисперсiєю DXi, оскiльки вне-
сок таких страхових надбавок до загальної надбавки l непропор-
цiйно великий порiвняно зi внеском страхових надбавок за дого-
ворами з великою дисперсiєю. Тому було б слушно призначати
страховi надбавки li за договорами пропорцiйно дисперсiямDXi

або середньоквадратичним вiдхиленням
√
DXi, тобто так:

li = kDXi, i = 1, 2, . . . , N, (3.2.4)

або
li = k

√
DXi, i = 1, 2, . . . , N. (3.2.5)

Якщо страховi надбавки призначенi за умови, що

li = kDXi, i = 1, 2, . . . , N,

то

l =
N∑
i=1

li = k
N∑
i=1

DXi = kDS.

Звiдси k = l/DS. Враховуючи, що l = xα
√
DS, маємо

k =
xα√
DS

,

pi = MXi +
xα√
DS

DXi, i = 1, 2, . . . N.

Якщо страховi надбавки призначенi за умови, що

li = k
√
DXi, i = 1, 2, . . . , N,

то

l =
N∑
i=1

li = k

N∑
i=1

√
DXi,

звiдси

k = l
/( N∑

i=1

√
DXi

)
,
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pi = MXi + xα

√
DS

N∑
i=1

√
DXi

√
DXi, i = 1, 2, . . . N.

Питання про те, яке призначення страхових надбавок є
бiльш слушним з позицiї страхувальника (страхова компанiя
в будь-якому випадку одержить одну й ту ж необхiдну суму
l = xα

√
DS) в актуарнiй математицi залишається вiдкритим.

Якщо всi договори статистично однорiднi (тобто MXi однаковi,
DXi однаковi, i = 1, . . . , N), то (3.2.2), (3.2.4), (3.2.5) дають один
i той самий результат:

N∑
i=1

li = xα

√√√√ N∑
i=1

DXi ;

Nli = xα
√
NDXi ;

li = xα

√
DXi

N
.

Приклад 3.2.1. Страхова компанiя уклала N = 10 000 до-
говорiв страхування життя строком на один рiк на таких
умовах. У разi смертi застрахованого протягом року вiд не-
щасного випадку компанiя виплачує спадкоємцям 1 млн грн,
а в разi смертi протягом року внаслiдок природних причин —
250 000 грн. Компанiя не платить нiчого, якщо застрахований
не помре протягом року. Iмовiрнiсть смертi через нещасний
випадок одна й та ж для всiх застрахованих i дорiвнює 0, 0005.
Iмовiрнiсть смертi внаслiдок природних причин залежить вiд
вiку. N застрахованих були розподiленi на двi вiковi групи, якi
мiстять N1 = 4 000 i N2 = 6 000 чоловiк iз iмовiрнiстю смертi
протягом року q1 = 0, 004 i q2 = 0, 002 вiдповiдно.

Пiдрахувати величину премiї, яка забезпечує виконання
компанiєю своїх зобов’язань iз iмовiрнiстю 0, 95.

Ро з в’ я з а н н я. Для розрахункiв зручно взяти
250 000 грн за одиницю вимiру грошових сум. Тодi
розподiл iндивiдуального позову Xi за i-м договором
(i = 1, 2, . . . , 4 000) першої групи договорiв вiдомий i дорiвнює
P{Xi = 0} = 0, 9955, P{Xi = 1} = 0, 004, P{Xi = 4} = 0, 0005.
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При цьому X1, X2, . . . , X4000 — незалежнi випадковi величини,
m1 = MXi = 0, 006; σ2

1 = DXi = 0, 012; i = 1, 2, . . . , 4 000.
Розподiл iндивiдуального позову Xj за j-м договором

(j = 1, 2, . . . , 6 000) другої групи договорiв вiдомий i дорiвнює
P{Xj = 0} = 0, 9975, P{Xj = 1} = 0, 002, P{Xj = 4} = 0, 0005,
при цьому X1, X2, . . . , X6000 — незалежнi випадковi величини,
m2 = MXj = 0, 004; σ2

2 = DXj = 0, 01; j = 1, 2, . . . , 6 000.
Математичне сподiванняMS та дисперсiя DS сумарного по-

зову до компанiї дорiвнюють MS = 4 000 ·m1 + 6 000 ·m2 = 48,
DS = 4 000 · σ2

1 + 6 000 · σ2
2 = 107, 76.

Якими б не були принципи призначення страхових премiй,
страхова компанiя в будь-якому випадку одержить одну й ту
саму необхiдну суму

l = x0,95

√
DS = 1, 645

√
107, 76 = 17, 076,

де xα — α-квантиль нормального розподiлу.
Якщо суму l розподiляють пропорцiйно MXi, то страхова

надбавка за i-м договором дорiвнює

li = kMXi = x0,95

√
DS

MS
MXi,

а премiя — pi = MXi + li. Для першої групи договорiв
l1 = 0, 002135, p1 = 0, 008135 або 2034 грн. Для другої групи
договорiв — l2 = 0, 001423, p2 = 0, 005423 або 1 356 грн.

Якщо суму l розподiляють пропорцiйно DXi, то страхова
надбавка за i-м договором дорiвнює

li = kDXi =
x0,95√
DS

DXi,

а премiя — pi = MXi + li. Для першої групи договорiв
l1 = 0, 001896, p1 = 0, 007896 або 1 974 грн. Для другої групи
договорiв l2 = 0, 00158, p2 = 0, 00558 або 1 396 грн.

Якщо суму l розподiляють пропорцiйно
√
DXi, то страхова

надбавка за i-м договором дорiвнює

li = k
√
DXi = x0,95

√
DS

N∑
i=1

√
DXi

√
DXi,
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а премiя — pi = MXi + li. Для першої групи договорiв
l1 = 0, 001801, p1 = 0, 007801 або 1 950 грн. Для другої групи
договорiв l2 = 0, 001645, p2 = 0, 005645 або 1 411 грн.

Додатковi принципи призначення премiй. Розглянемо
ще декiлька принципiв призначення страхових премiй та наве-
демо їх властивостi. Цi принципи можна застосовувати як до
окремих полiсiв, так i до портфелiв.

Через p[FX ] i p[X] позначатимемо премiю, яка вiдповiдає по-
зову X (FX — функцiя розподiлу X).

a) Принцип математичного сподiвання:

p[X] = (1 + α)MX.

αMX — страхова надбавка, α > 0 — параметр.
б) Принцип дисперсiї:

p[X] = MX + αDX (α > 0).

в) Принцип середньоквадратичного вiдхилення:

p[X] = MX + ασ(X) (α > 0).

г) Експоненцiальний принцип:

p[X] =
1
α

lnM
(
eαX

)
.

Параметр α > 0 називається неприйняттям ризику.
Властивостi принципiв призначення премiй. Нижче

наведенi основнi властивостi призначення премiй.
1) Невiд’ємнiсть надбавки:

p[X] ≥MX.

Якщо ця властивiсть не справджується, то страхова компанiя
збанкрутує.

2 ) C-адитивнiсть:

p[X + c] = p[X] + c

для будь-якої константи c.
Смисл цiєї властивостi такий: якщо позов збiльшується на

деяку константу c, то й премiя повинна збiльшитись на c.
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3 ) Адитивнiсть:

p[X + Y ] = p[X] + p[Y ]

для незалежних X i Y .
Далi наведенi властивостi принципiв призначення премiй.

Знак “+” вказує на наявнiсть властивостi, знак “−” — на вiд-
сутнiсть.

Влас- Принцип
тивiсть а б в г

1 + + + +
2 − + + +
3 + + − +

Усi три властивостi виконуються лише для принципу дис-
персiї i експоненцiального принципу.

3.3. Задачi

3.1. Портфель компанiї складається з чотирьох однакових
договорiв страхування життя. Якщо смерть застрахованого на-
стала внаслiдок нещасного випадку, то нащадкам виплачують
500 000 грн. Якщо смерть застрахованого настала в результатi
природних причин, то страхова виплата дорiвнює 250 000 грн у
певнiй вiковiй категорiї. Для кожного iз застрахованих iмовiр-
нiсть смертi через нещасний випадок дорiвнює 0,1, ймовiрнiсть
смертi у зв’язку з природними причинами дорiвнює 0,1 i, отже,
ймовiрнiсть дожиття дорiвнює 0,8. Знайти залежнiсть ймовiр-
ностi банкрутства R вiд величини капiталу компанiї u: а) за
методом згорток; б) методом генератрис.

3.2. Портфель компанiї складається з двох договорiв стра-
хування будiвель вiд пожежi. Вартiсть першої будiвлi c1 =
= 1 млн грн, а другої — c2 = 2 млн грн. Iмовiрнiсть поже-
жi на першому (другому) об’єктi протягом промiжку часу, який
розглядається, q1 = 0, 2 (q2 = 0, 1), а збитки вiд пожежi Y1 (Y2),
якщо вона має мiсце, рiвномiрно розподiленi вiд 0 до повної вар-
тостi об’єкта.

Знайти залежнiсть iмовiрностi банкрутства R вiд капiталу
компанiї u.
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3.3. Портфель страхової компанiї складається з 1 800 дого-
ворiв страхування життя строком на один рiк. Страховi виплати
подiляються на 2 групи розмiром 100$ i 200$ для застрахованих
з iмовiрнiстю настання страхового випадку 0,02 або 0,10 вiдпо-
вiдно. Далi наведена кiлькiсть застрахованих nk у кожнiй iз чо-
тирьох груп, що вiдповiдає рiзним значенням страхової виплати
bk i ймовiрностi позову qk.

k qk bk nk

1 0,02 100$ 500
2 0,02 200$ 500
3 0,10 100$ 300
4 0,10 200$ 500

Визначити мiнiмальну величину капiталу, за наявностi якого
ймовiрнiсть банкрутства компанiї не перевищує 0,05.

3.4. За умовами попередньої задачi обчислити величину пре-
мiї для кожної групи застрахованих, яка забезпечує виконання
компанiєю своїх зобов’язань з iмовiрнiстю 0,95.

3.5. Клiєнти компанiї, що займається страхуванням автомо-
бiлiв, подiляються на 2 групи:

Кiлькiсть Iмовiрнiсть Параметри зрiзаного
Група у групi позову експоненцiального розподiлу
k nk qk λ L

1 500 0,10 1 2,5
2 2000 0,05 2 5,0

Величина дiйсно поданого позову має зрiзаний експоненцi-
альний розподiл, який задається функцiєю розподiлу

F (x) =

 0, якщо x < 0;
1− e−λx, якщо 0 ≤ x < L;

1, якщо x ≥ L.

Визначити мiнiмальну величину капiталу, за наявностi якого
ймовiрнiсть банкрутства компанiї не перевищує 0,05.

3.6. За умовами попередньої задачi обчислити величину пре-
мiї для кожної групи застрахованих, яка забезпечує виконання
компанiєю своїх зобов’язань з iмовiрнiстю 0,95.

3.7. Портфель страхової компанiї складається з 16 000 до-
говорiв страхування життя строком на один рiк. Далi наведена
кiлькiсть застрахованих nk у кожнiй з п’яти груп з рiзними зна-
ченнями страхової виплати bk i ймовiрностi позову qk.
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k qk bk nk

1 0,01 10 000 грн 8000
2 0,02 20 000 грн 3500
3 0,03 30 000 грн 2500
4 0,05 50 000 грн 1500
5 0,1 100 000 грн 500

Визначити мiнiмальну величину капiталу, за наявностi якого
ймовiрнiсть банкрутства компанiї не перевищує 0,05.

3.8. За умовами попередньої задачi обчислити величину пре-
мiї для кожної групи застрахованих, яка забезпечує виконання
компанiєю своїх зобов’язань з iмовiрнiстю 0,95.

3.9. Портфель компанiї складається з чотирьох договорiв
страхування життя на один рiк. Якщо смерть застрахованого
настала через нещасний випадок, то спадкоємцям виплачують
1 млн грн згiдно з умовами першого та четвертого договорiв,
500 000 грн згiдно з умовами другого договору, 750 000 грн згi-
дно з умовами третього договору. Якщо смерть застраховано-
го настала природно, то страхова виплата дорiвнює 500 000 грн
згiдно з умовами першого договору, 250 000 грн — за другим
договором, 0 грн — за умовами третього та четвертого догово-
рiв. Iмовiрнiсть смертi вiд нещасного випадку дорiвнює 0,1 для
застрахованих за першим, другим та четвертим договорами й
0,4 для застрахованих за третiм договором. Iмовiрнiсть природ-
ної смертi дорiвнює 0,3 та 0,2 для застрахованих за першим та
другим договорами вiдповiдно.

x P (X1 = x) P (X2 = x) P (X3 = x) P (X4 = x)

0 грн 0,6 0,7 0,6 0,9
250 000 грн 0,0 0,2 0,0 0,0
500 000 грн 0,3 0,1 0,0 0,0
750 000 грн 0,0 0,0 0,4 0,0
1 000 000 грн 0,1 0,0 0,0 0,1

Знайти залежнiсть iмовiрностi банкрутства R вiд величини
капiталу компанiї u.

3.10. Компанiя, що займається страхуванням вiд пожеж, за-
страхувала 160 будинкiв, якi можна роздiлити на 5 груп згiдно
з вартiстю будинку:
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Група Кiлькiсть Вартiсть
договорiв будинку

1 80 10 000$
2 35 20 000$
3 25 30 000$
4 15 50 000$
5 5 100 000$

Iмовiрнiсть пожежi для кожного будинку одна й та ж i до-
рiвнює 0,04. Збитки вiд пожежi Y , якщо вона має мiсце, рiвно-
мiрно розподiленi вiд 0 до повної вартостi будинку. Визначити
мiнiмальну величину капiталу, за наявностi якого ймовiрнiсть
банкрутства компанiї не перевищує 0,05.

3.11. Портфель компанiї складається з 32 договорiв страху-
вання життя на один рiк. Iмовiрнiсть позову за кожним дого-
вором дорiвнює 1/6, а величина дiйсно поданого позову Y має
щiльнiсть

f(y) =
{

2(1− y), якщо 0 < y < 1;
0, якщо y /∈ (0; 1).

Позначимо через S величину сумарного позову до компанiї. Оцi-
нити P{S > 4}, застосовуючи гауссове наближення.

3.12. Страхова компанiя уклала 300 договорiв страхуван-
ня вiд пожеж. Далi наведена кiлькiсть застрахованих nk, що
вiдповiдає рiзним значенням страхової виплати bk i ймовiрностi
позову qk.

nk bk qk

100 400$ 0,05
200 300$ 0,06

Вiдомо, що величина дiйсно поданого позову Y рiвномiрно
розподiлена вiд 0 до страхової виплати bk; за кожним договором
може бути поданий тiльки один позов; позови подаються неза-
лежно один вiд одного. Обчислити дисперсiю сумарних виплат
за портфелем договорiв.

3.13. Страхова компанiя уклала договори страхування бу-
динкiв у мiстах J , K та L, якi знаходяться на великiй вiдстанi
одне вiд одного, тому й позови за договорами в цих мiстах не
залежать один вiд одного. Генератриси нормованих моментiв су-
марних величин поданих позовiв у мiстах J , K та L дорiвнюють

ψJ(z) = (1− 2z)−3,
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ψK(z) = (1− 2z)−2,5,

ψL(z) = (1− 2z)−4,5.

Нехай випадкова величина S задає (описує) сумарну величину
позовiв у всiх трьох мiстах. Обчислити MS3.

3.14. Страхова компанiя уклала 100 договорiв медичного
страхування. Величина iндивiдуального позову за одним догово-
ром експоненцiально розподiлена з параметром 10−3. Страхова
премiя p за договором перевищує на 100 середню величину позо-
ву. Обчислити ймовiрнiсть того, що сумарний позов до компанiї
перевищує внесенi страховi премiї.

3.15. Страхова компанiя укладає договори страхування жи-
ття на один рiк. Якщо смерть застрахованого настала внаслi-
док нещасного випадку, то нащадкам виплачують 1 000 000 грн.
Якщо смерть застрахованого настала в результатi природних
причин, то страхова виплата дорiвнює 500 000 грн. Для кожно-
го iз застрахованих iмовiрнiсть смертi через нещасний випадок
дорiвнює 0,01, ймовiрнiсть смертi у зв’язку з природними причи-
нами — 0,1. Позови за договорами незалежнi. Вiдносна страхова
надбавка θ = 0, 2. Визначити, скiльки договорiв необхiдно укла-
сти страховiй компанiї, щоб з iмовiрнiстю 0,95 сумарний позов
до компанiї не перевищував внесенi страховi премiї.

3.16. Портфель компанiї складається з N договорiв стра-
хування. Iмовiрнiсть подання позову за одним договором
дорiвнює 1/2, величина дiйсно поданого позову дорiвнює
1000 exp{−0, 05t}, де t — рiвномiрно розподiлена на (0,20) ви-
падкова величина. Вiдомо, що премiя за окремим договором до-
рiвнює 350, а загальна сума премiй за портфелем договорiв —
середнiй величинi сумарного позову плюс 1,25 стандартного вiд-
хилення сумарного позову вiд свого середнього. Знайти число N
договорiв, укладених компанiєю.

3.17. Величина позову X має експоненцiальний розподiл з
параметром λ = 1. Обчислити премiю p[X] за принципами ма-
тематичного сподiвання, дисперсiї та експоненцiальним принци-
пом (параметр α вiдомий).

3.18. Величина позову X має пуассонiв розподiл з параме-
тром λ. Обчислити премiю p[X] за експоненцiальним принци-
пом.

3.19. Портфель страхової компанiї складається з n незале-
жних полiсiв. Величина позову за кожним iз них має пуассо-
нiв розподiл з параметром λ. Вiдносна страхова надбавка дорiв-
нює α. Обчислити премiю p для всього портфеля за принципами
математичного сподiвання, дисперсiї та середньоквадратичного
вiдхилення.
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Роздiл 4

Математична модель
колективного ризику
на малих промiжках часу

Модель колективного ризику застосовується для обчислення
ймовiрностi банкрутства страхової компанiї. Вона будується за
таких припущень.

1) Аналiзується фiксований короткий iнтервал часу (так що
можна знехтувати iнфляцiєю i не враховувати прибуток вiд iн-
вестування).

2) Плата за страховку вноситься на початку перiоду стра-
хування, розрахунок проводиться в кiнцi, надходжень протягом
цього перiоду немає.

3) Позови Y1, Y2, . . ., що надходять до компанiї, не пов’язанi з
конкретними договорами, а розглядаються як результат сумар-
ного ризику компанiї. Iнакше кажучи, Yi — i-й дiйсно поданий
позов, а не позов за i-м договором. Випадковi величини Y1, Y2, . . .
— незалежнi, однаково розподiленi й не мають атома в нулi.

4) Випадкова величина ν — загальне число позовiв за перiод
страхування та випадковi величини Y1, Y2, . . . — незалежнi.

У моделi колективного ризику, як i в моделi iндивiдуального,
ймовiрнiсть банкрутства R на даному iнтервалi часу визначає-
ться за сумарним позовом Sν = Y1 + Y2 + . . . + Yν до страхової
компанiї та її капiталом u:

R = P{Sν > u}.
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4.1. Розрахунок iмовiрностi банкрутства

Щоб обчислити ймовiрнiсть банкрутства R = P{Sν > u},
застосуємо формулу повної iмовiрностi:

R = P{Sν > u} = P{Sν > u,
∞⋃
n=0

{ν = n}} =

=
∞∑
n=0

P{Sν > u, ν = n} =
∞∑
n=1

P{Sn > u, ν = n} =

=
∞∑
n=1

P{Sn > u} · P{ν = n}

(зазначимо, що P{S0 > u, ν = 0} = 0).
Позначивши

P{ν = n} = πn, n = 0, 1, . . . ,

iмовiрнiсть банкрутства запишемо у виглядi

R =
∞∑
n=1

P{Sn > u}πn. (4.1.1)

Для обчислення ймовiрностi P{Sn > u} знайдемо розподiл
випадкової величини

Sn = Y1 + Y2 + . . .+ Yn

як розподiл суми незалежних випадкових величин Y1, Y2, . . . , Yn
(вiн дорiвнює згортцi розподiлiв доданкiв), а потiм обчислимо
P{Sn > u}.

Якщо випадковi величини Yi дискретнi (для визначеностi бу-
демо вважати, що Yi набувають лише цiлих значень), то для
цiлих u

P{Sn > u} =
∞∑

k=u+1

P{Sn = k},
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а ймовiрнiсть банкрутства (4.1.1) дорiвнює

R =
∞∑
n=1

( ∞∑
k=u+1

πnP{Sn = k}

)
=
∞∑
n=1

πn

∞∑
k=u+1

P{Sn = k} =

=
∞∑

k=u+1

∞∑
n=1

P{Sn = k}πn.

Якщо випадковi величини Yi абсолютно неперервнi, то

P{Sn > u} =

∞∫
u

fSn(x)dx

(fSn(t) — щiльнiсть розподiлу Sn), а ймовiрнiсть банкрутства
(4.1.1)

R =
∞∑
n=1

P{Sn > u}πn =
∞∑
n=1

πn

∞∫
u

fSn(x)dx =

=

∞∫
u

( ∞∑
n=1

πnfSn(x)

)
dx.

Приклад 4.1.1. За фiксований короткий промiжок часу
портфель договорiв страхової компанiї може породити 0, 1,
2 або 3 позови з iмовiрностями 0,2; 0,3; 0,4; 0,1 вiдповiдно. У
випадку, якщо позов поданий, його величина дорiвнює 1, 2 або
3 з iмовiрностями 0,6; 0,3 та 0,1 вiдповiдно. Визначити зале-
жнiсть iмовiрностi банкрутства вiд капiталу компанiї.

Ро з в’ я з а н н я. Спочатку знайдемо розподiли випадкових
величин Y1, Y1 + Y2, Y1 + Y2 + Y3.

Кожна випадкова величина Yi, i = 1, 2, 3 має розподiл

1 2 3
0,6 0,3 0,1

Спiльним розподiлом Y1 та Y2 є
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Значен- Значення Y2

ня Y1 1 2 3
1 0,36 0,18 0,06
2 0,18 0,09 0,03
3 0,06 0,03 0,01

Тодi розподiл суми Y1 + Y2 має вигляд

1 2 3 4 5 6
0 0,36 0,36 0,21 0,06 0,01

Спiльний розподiл Y1 + Y2, Y3 дорiвнює

Значен- Значення Y1 + Y2

ня Y3 1 2 3 4 5 6
1 0 0,216 0,216 0,126 0,036 0,006
2 0 0,108 0,108 0,063 0,018 0,003
3 0 0,036 0,036 0,021 0,006 0,001

Розподiлом суми Y1 + Y2 + Y3 є

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 0,216 0,324 0,27 0,135 0,045 0,009 0,001

Розподiлом числа позовiв ν до страхової компанiї є

0 1 2 3
0,2 0,3 0,4 0,1

Знайдемо розподiл сумарного позову Sν = Y1 + Y2 + . . .+ Yν .
Маємо

P{Sν = k} =
∞∑
n=1

P{Sn = k}πn =

=
∞∑
n=1

P{Y1 + Y2 + . . .+ Yn = k}P{ν = n}, k = 0, 1, 2, . . . , 9.

Звiдси одержимо

P{Sν = 0} = P{ν = 0} = 0, 2;

P{Sν = 1} = P{Y1 = 1}P{ν = 1}+ P{Y1 + Y2 = 1}P{ν = 2}+
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+P{Y1 +Y2 +Y3 = 1}P{ν = 3} = 0, 6 ·0, 3+0 ·0, 4+0 ·0, 1 = 0, 18;

P{Sν = 2} = P{Y1 = 2}P{ν = 1}+ P{Y1 + Y2 = 2}P{ν = 2}+

+P{Y1+Y2+Y3 = 2}P{ν = 3} = 0, 3·0, 3+0, 36·0, 4+0·0, 1 = 0, 234;

P{Sν = 3} = 0, 1 · 0, 3 + 0, 36 · 0, 4 + 0, 216 · 0, 1 = 0, 1956;

P{Sν = 4} = 0 · 0, 3 + 0, 21 · 0, 4 + 0, 324 · 0, 1 = 0, 1164;

P{Sν = 5} = 0 · 0, 3 + 0, 06 · 0, 4 + 0, 27 · 0, 1 = 0, 051;

P{Sν = 6} = 0 · 0, 3 + 0, 01 · 0, 4 + 0, 135 · 0, 1 = 0, 0175;

P{Sν = 7} = 0 · 0, 3 + 0 · 0, 4 + 0, 045 · 0, 1 = 0, 0045;

P{Sν = 8} = 0 · 0, 3 + 0 · 0, 4 + 0, 009 · 0, 1 = 0, 0009;

P{Sν = 9} = 0 · 0, 3 + 0 · 0, 4 + 0, 001 · 0, 1 = 0, 0001.

Отже, розподiл Sν дорiвнює

k P{Sν = k} k P{Sν = k}
0 0,2 5 0,0510
1 0,18 6 0,0175
2 0,234 7 0,0045
3 0,1956 8 0,0009
4 0,1164 9 0,0001

Знаючи розподiл Sν , обчислимо ймовiрнiсть банкрутства R:

R = P{Sν > u} =
∞∑

k=u+1

P{Sν = k}.

Для u, що дорiвнює вiдповiдно 0, 1, . . . , 9, маємо

u R(u) u R(u)

0 0,8 5 0,0230
1 0,62 6 0,0055
2 0,386 7 0,0010
3 0,1904 8 0,0001
4 0,074 9 0
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Приклад 4.1.2. Нехай число позовiв ν за фiксований про-
мiжок часу має геометричний розподiл iз параметром p :

πn = P{ν = n} = pn(1− p), n = 0, 1, . . .

а величини позовiв розподiленi показниково з параметром λ :

FYi(x) = P{Yi < x} =
{

0, при x < 0;
1− e−λx, при x ≥ 0 (λ > 0).

Знайти залежнiсть iмовiрностi банкрутства вiд капiталу
компанiї.

Ро з в’ я з а н н я. Випадкова величина

Sn = Y1 + Y2 + . . .+ Yn

як сума незалежних показниково розподiлених випадкових ве-
личин iз параметром λ має гамма-розподiл iз параметрами
(n, λ) :

fSn(x) =

{
0, при x < 0;

λn

(n− 1)! x
n−1e−λx, при x ≥ 0 (λ > 0).

Тому щiльнiсть сумарного позову при x ≥ 0

f(x) =
∞∑
n=1

πnfSn(x) =
∞∑
n=1

pn(1− p) λn

(n− 1)!
xn−1e−λx =

= (1− p)pλe−λx
∞∑
n=1

(pλx)n−1

(n− 1)!
= (1− p)pλe−λ(1−p)x.

Отже,

f(x) =
{

0, при x < 0;
p(1− p)λe−λ(1−p)x, при x ≥ 0.

Iмовiрнiсть банкрутства компанiї дорiвнює

R =

∞∫
u

f(x)dx =

∞∫
u

p(1− p)λe−λ(1−p)xdx = pe−λ(1−p)u.
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Числовi характеристики сумарного позову. Нехай π(z)
— генератриса числа позовiв ν:

π(z) = Mzν =
∞∑
n=0

znP{ν = n} =
∞∑
n=0

znπn,

а ϕ(s) — перетворення Лапласа величини Yi поданого позову:

ϕ(s) = Me−sYi =

+∞∫
0

e−sxFYi(dx)

(FYi — розподiл випадкової величини Yi). Оскiльки випадковi ве-
личини Yi однаково розподiленi, то ϕ(s) не залежить вiд номера
позову.

Знайдемо перетворення Лапласа Φ(s) сумарного позову Sν :

Φ(s) = Me−sSν = M

(
e−sSν ,

∞⋃
n=0

{ν = n}

)
=

=
∞∑
n=0

M(e−sSν , {ν = n}) =
∞∑
n=0

M(e−sSn , {ν = n}) =

=
∞∑
n=0

Me−sSnI{ν=n} =
∞∑
n=0

Me−sSnMI{ν=n} =

=
∞∑
n=0

 n∏
j=1

Me−sYi

P{ν = n} =
∞∑
n=0

(ϕ(s))nπn = π(ϕ(s))

(скористалися тим, що випадковi величини ν, Y1, Y2, . . . незале-
жнi). Отже,

Φ(s) = Me−sSν = π(ϕ(s)). (4.1.2)
Якщо поданi позови Yi мають дискретний розподiл, то су-

марний позов Sν також дискретний. Знайдемо його генератрису
G(z).

Генератриса випадкової величини Yi дорiвнює

g(z) = MzYi =
∞∑
n=0

znP{Yi = n}.
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Генератриса числа позовiв ν дорiвнює π(z). Тодi генератриса
сумарного позову Sν є

G(z) = MzSν =
∞∑
n=0

M(zSν , {ν = n}) =
∞∑
n=0

M(zSn , {ν = n}) =

=
∞∑
n=0

MzSnI{ν=n} =
∞∑
n=0

MzSnMI{ν=n} =
∞∑
n=0

MzSnP{ν = n} =

=
∞∑
n=0

M n∏
j=1

zYj

P{ν = n} =
∞∑
n=0

 n∏
j=1

MzYj

P{ν = n} =

=
∞∑
n=0

(g(z))nP{ν = n} = π(g(z)),

тобто
G(z) = π(g(z)). (4.1.3)

Ма т ем а т и ч н е с п о д i в а н н я с ум а р н о г о п о з о ву Sν . З
формули (4.1.2) маємо

Φ′(s) = π′(ϕ(s))ϕ′(s),

Φ′(0) = π′(ϕ(0))ϕ′(0) = π′(1)ϕ′(0),

але Φ′(0) = −MSν , ϕ
′(0) = −MYi. Отже,

MSν = MνMYi. (4.1.4)

Ди с п е р с i я с ум а р н о г о п о з о в у Sν . Iз формули (4.1.2)
маємо

Φ′′(s) = π′′(ϕ(s))(ϕ′(s))2 + π′(ϕ(s))ϕ′′(s),

Φ′′(0) = π′′(ϕ(0))(ϕ′(0))2 + π′(ϕ(0))ϕ′′(0) =

= π′′(1)(ϕ′(0))2 + π′(1)ϕ′′(0) = (Mν2 −Mν)(ϕ′(0))2 +Mνϕ′′(0),

але

Φ′′(0) = MS2
ν , ϕ′(0) = −MYi, ϕ′′(0) = MY 2

i .

Тому
MS2

ν = (Mν2 −Mν)(−MYi)2 +MνMYi
2.
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Звiдси випливає

DSν +(MSν)2 = (Dν+(Mν)2−Mν)(MYi)2 +Mν(DYi+(MYi)2),

DSν + (Mν ·MYi)2 = Dν · (MYi)2 + (Mν ·MYi)2−Mν · (MYi)2+

+Mν ·DYi +Mν · (MYi)2.

Отже,
DSν = Dν(MYi)2 +DYiMν. (4.1.5)

Формули (4.1.4) та (4.1.5) iншим методом знайденi в пiдроз-
дiлi 1.2.

Описуючи модель колективного ризику, ми не робили припу-
щень щодо розподiлу числа позовiв ν та розподiлу величини Yi
поданого позову. Але цi розподiли не довiльнi. Реальнi статисти-
чнi данi щодо характеру надходження позовiв показують, що чи-
сло позовiв ν адекватно описується пуассоновим або вiд’ємним
бiномним розподiлом, а величина Yi поданого позову — розпо-
дiлом Парето, розподiлом Парето з нульовою точкою, гамма-
розподiлом, логнормальним розподiлом, логарифмованим логi-
стичним розподiлом, логарифмованим розподiлом Лапласа, роз-
подiлом Вейбулла.

Приклад 4.1.3. У моделi колективного ризику розподiл су-
марного позову до страхової компанiї Sν = Y1 + Y2 + . . . + Yν
задається розподiлом числа позовiв ν

P{ν = n} = C3
n+3

(
1
2

)n+4

, n = 0, 1, 2, . . .

та щiльнiстю розподiлу величини поданого позову Yi

f(x) = 4xe−2x, x > 0.

Обчислити математичне сподiвання та дисперсiю сумарного
позову Sν .

Ро з в ’ я з а н н я. Перетворення Лапласа Φ(s) сумарного по-
зову Sν дорiвнює

Φ(s) = π(ϕ(s)),

де π(z) — генератриса числа позовiв ν

π(z) = Mzν =
+∞∑
n=0

znC3
n+3

(
1
2

)n+4

=
1
16

(
1− z

2

)−4
,
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ϕ(s) — перетворення Лапласа величини поданого позову Yi

ϕ(s) = Me−sYi =

+∞∫
0

e−sx4xe−2xdx =
4

(2 + s)2
,

тодi перетворення Лапласа Φ(s) сумарного позову Sν

Φ(s) = π(ϕ(s)) =
1
16

(1− 2(2 + s)−2)−4.

Математичне сподiвання сумарного позову Sν знаходимо дифе-
ренцiюванням Φ(s) за s у точцi нуль:MSν = −Φ′(0) = 4. Анало-
гiчноMS2

ν = Φ′′(0) = 26. Дисперсiя сумарного позову DSν = 10.

4.2. Складений пуассонiв розподiл

За великого числа N договорiв у портфелi й малої ймовiрно-
стi p подання позову розподiл числа позовiв ν можна вважати
пуассоновим:

πi = P{ν = i} =
λi

i!
e−λ, i = 0, 1, . . .

Якщо Yi (i = 1, 2, . . .) — величина i-го поданого позову, то вели-
чина сумарного позову дорiвнює

Sν =
ν∑
i=1

Yi.

Означення. Нехай Yi, i = 1, 2, . . . — незалежнi однаково роз-
подiленi випадковi величини, кожна з функцiєю розподiлу F (x),
ν — пуассонова випадкова величина з параметром λ, ν не за-
лежить вiд випадкових величин Y1, Y2, . . . Розподiл випадкової
величини

Sν =
ν∑
i=1

Yi

називатимемо складеним пуассоновим розподiлом iз параметра-
ми (λ, F (x)).
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Перетворення Лапласа Φ(s) випадкової величини Sν дорiв-
нює

Φ(s) = Me−sSν = π(ϕ(s)) = eλ(ϕ(s)−1)

[див. формулу (4.1.2)], де

π(z) = Mzν =
∞∑
k=0

zk
λk

k!
e−λ = eλ(z−1)

— генератриса числа позовiв ν, ϕ(s) — перетворення Лапласа
випадкової величини Yi.

Це дає можливiсть дати таке рiвносильне означення складе-
ного пуассонового розподiлу.

Означення. Невiд’ємна випадкова величина Sν має скла-
дений пуассонiв розподiл, якщо її перетворення Лапласа Φ(s)
можна подати у виглядi

Φ(s) = eλ(ϕ(s)−1),

де ϕ(s) — перетворення Лапласа деякого ймовiрнiсного розподi-
лу F , зосередженого на [0,+∞) .

Моменти складеного пуассонового розподiлу.Матема-
тичне сподiвання MSν та дисперсiя DSν дорiвнюють [див. рiв-
ностi (4.1.4), (4.1.5)]

MSν = MνMYi = λMYi,

DSν = Dν(MYi)2 +DYiMν = λ(DYi + (MYi)2) = λMY 2
i .

Обчислимо третiй центральний момент M(Sν −MSν)3:

M(Sν −MSν)3 = MS3
ν − 3MS2

νMSν + 3MSν(MSν)2 − (MSν)3 =

= MS3
ν − 3MSν(MS2

ν − (MSν)2)− (MSν)3 =

= MS3
ν − 3MSνDSν − (MSν)3.

Оскiльки

MS3
ν = −Φ′′′(0) = −λϕ′′′(0)− 3λ2ϕ′(0)ϕ′′(0)− (λϕ′(0))3 =

= λMY 3
i + 3λ2MYiMY 2

i + λ3(MYi)3,
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то

M(Sν−MSν)3 = λMY 3
i +3λ2MYiMY 2

i +λ3(MYi)3−3λMYiλMY 2
i −

−(λMYi)3 = λMY 3
i .

Як вiдомо, асиметрiя випадкової величини Sν дорiвнює

γ =
M(Sν −MSν)3

(DSν)3/2
.

ЯкщоM(Sν−MSν)3 = 0, а отже, γ = 0, то розподiл симетричний
вiдносно математичного сподiвання. Якщо M(Sν −MSν)3 > 0,
а отже, γ > 0, то розподiл має додатну асиметрiю вiдносно
математичного сподiвання. Якщо M(Sν −MSν)3 < 0, а отже,
γ < 0, то розподiл має вiд’ємну асиметрiю вiдносно математи-
чного сподiвання. Зазначимо, що розподiл величини сумарного
позову Sν = Y1 + · · ·+ Yν має додатну асиметрiю γ = 1/

√
λ.

Розглянемо деякi властивостi складеного пуассонового роз-
подiлу.

Теорема 4.2.1. Нехай S1, S2, . . . — незалежнi випадковi ве-
личини, кожна з яких має складений пуассонiв розподiл вiдпо-

вiдно з параметрами (λ1, F1(x)), (λ2, F2(x)), . . ., ряд
∞∑
i=1

λi збiга-

ється. Тодi сума

S =
∞∑
i=1

Si

має складений пуассонiв розподiл iз параметрами (λ, F (x)), де

λ =
∞∑
i=1

λi, F (x) =
∞∑
i=1

λi
λ
Fi(x).

Дов е д е н н я . Нехай ϕi(s) =
∞∫
0

e−sxFi(dx) — перетворення

Лапласа розподiлу Fi, i = 1, 2, . . . Знайдемо перетворення Ла-
пласа Φ(s) випадкової величини S:

Φ(s) = M exp

{
−s

∞∑
i=1

Si

}
= M

∞∏
i=1

exp {−sSi} =
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=
∞∏
i=1

M exp {−sSi} =
∞∏
i=1

exp{λi(ϕi(s)− 1)} =

= exp

{ ∞∑
i=1

λi(ϕi(s)− 1)

}
= exp

{
λ

∞∑
i=1

λi
λ
ϕi(s)− λ

}
.

Функцiя
∞∑
i=1

(λi/λ)ϕi(s) є перетворенням Лапласа розподiлу F :

+∞∫
0

e−sxF (dx) =

+∞∫
0

e−sxd

( ∞∑
i=1

λi
λ
Fi(x)

)
=

=
∞∑
i=1

λi
λ

 +∞∫
0

e−sxFi(dx)

 =
∞∑
i=1

λi
λ
ϕi(s),

а отже, exp
{
λ

( ∞∑
i=1

λi
λ
ϕi(s)− 1

)}
є перетворенням Лапласа

складеного пуассонового розподiлу з параметрами (λ, F (x)).
Отже, з одного боку, функцiя

Φ(s) = exp

{
λ

∞∑
i=1

λi
λ
ϕi(s)− λ

}

є перетворенням Лапласа складеного пуассонового розподiлу з
параметрами (λ, F (x)), з iншого боку, Φ(s) є перетворенням Ла-
пласа випадкової величини S. Тому за теоремою єдиностi ви-

падкова величина S =
∞∑
i=1

Si має складений пуассонiв розподiл

з параметрами (λ, F (x)).
Теорема доведена.
Теорему в термiнах моделi колективного ризику можна iн-

терпретувати так. Припустимо, що є кiлька незалежних груп
договорiв страхування. Число позовiв у i-й групi має пуассо-
нiв розподiл з параметром λi, а величина поданого позову має
функцiю розподiлу Fi(x), i = 1, 2, . . . Об’єднаємо всi договори в
один портфель договорiв. Тодi число позовiв “сумарного” порт-

феля договорiв має розподiл Пуассона iз середнiм λ =
∞∑
i=1

λi, а
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величина поданого позову має функцiю розподiлу

F (x) =
∞∑
i=1

(λi/λ)Fi(x).

Теорема 4.2.2. Нехай випадкова величина S має складений
пуассонiв розподiл iз параметрами (λ, F (x)). Якщо розподiл F
можна подати у виглядi сумiшi розподiлiв Fi з вагами p1, p2, . . .

(pi > 0,
∞∑
i=1

pi = 1) :

F (x) =
∞∑
i=1

piFi(x),

то розподiл випадкової величини S збiгається з розподiлом су-

ми
∞∑
i=1

Si незалежних випадкових величин S1, S2, . . ., кожна з

яких має складений пуассонiв розподiл вiдповiдно з параметра-
ми (λpi, Fi(x)).

Дов е д е н н я . Розглянемо незалежнi випадковi величини
S1, S2, . . ., кожна з яких має складений пуассонiв розподiл вiдпо-
вiдно з параметрами (λp1, F1(x)), (λp2, F2(x)), . . . Оскiльки ряд

∞∑
i=1

λpi = λ

∞∑
i=1

pi = λ

збiгається, то згiдно з теоремою 4.2.1 сума
∞∑
i=1

Si має складений

пуассонiв розподiл iз параметрами (λ, F (x)), де

λ =
∞∑
i=1

λi, F (x) =
∞∑
i=1

piFi(x) =
∞∑
i=1

λpi
λ
Fi(x) =

∞∑
i=1

λi
λ
Fi(x),

а тому збiгається з розподiлом випадкової величини S.
Теорема доведена.
Згiдно з теоремою 4.2.2 вихiдний портфель договорiв можна

розбити на декiлька незалежних портфелiв. Для цих портфелiв
розподiл величини сумарного позову часто обчислити простiше,
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нiж для вихiдного. Розподiл величини сумарного позову вихi-
дного портфеля знаходимо як згортку розподiлiв позовiв неза-
лежних портфелiв.

Ефективний метод розрахунку складеного пуассонового роз-
подiлу у випадку дискретних Yi можна одержати за допомогою
такої теореми.

Теорема 4.2.3. Нехай Yi, i = 1, 2, . . . — незалежнi однаково
розподiленi дискретнi випадковi величини з розподiлом

P{Yi = n} = pn, n = 0, 1, . . . ,

ν — пуассонова випадкова величина з параметром λ, незале-
жна вiд випадкових величин Yi. Тодi розподiл Pn, n = 0, 1, . . .
випадкової величини

Sν = Y1 + Y2 + . . .+ Yν

задовольняє рекурентнi формули

Pn =
λ

n

n∑
i=1

ipiPn−i, n = 1, 2, . . . , P0 = e−λ;

Pn = 0 для n < 0.

Дов е д е н н я. Оскiльки Yi — дискретнi випадковi величини,
то складений пуассонiв розподiл є дискретним i його генератри-
са дорiвнює

G(z) = π(g(z)) = eλ(g(z)−1),

де g(z) — генератриса Yi. За означенням генератриси

G(z) = MzSν =
∞∑
n=0

znP{Sν = n} =
∞∑
n=0

znPn,

тобто G(z) є генератрисою послiдовностi {Pn}. Здиференцiюємо
G(z) за z:

G′(z) = λg′(z)eλg(z)−λ = λg′(z)G(z), (4.2.1)

G′(z) =
∞∑
n=0

nzn−1Pn.
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З останньої рiвностi маємо

zG′(z) =
∞∑
n=0

nznPn =
∞∑
n=0

zn(nPn),

тобто zG′(z) — генератриса послiдовностi {nPn}.
Функцiя

g(z) = MzYi =
∞∑
n=0

znP{Yi = n} =
∞∑
n=0

znpn

є генератрисою послiдовностi {pn}. Здиференцiюємо g(z) за z:

g′(z) =
∞∑
n=0

nzn−1pn.

Помноживши праву й лiву частини останньої рiвностi на λz,
одержимо

λzg′(z) =
∞∑
n=0

zn(λnpn),

тобто λzg′(z) є генератрисою послiдовностi {λnpn}. Iз рiвностi
(4.2.1) маємо

zG′(z) = λzg′(z)G(z). (4.2.2)
Тому функцiя zG′(z) як добуток генератрис послiдовностей
{Pn} i {λnpn} є генератрисою згортки цих послiдовностей. От-
же, iз рiвностi (4.2.2) одержимо для n ≥ 1

nPn =
n∑
i=0

(λipi)Pn−i,

або

Pn =
λ

n

n∑
i=0

ipiPn−i.

При n = 0 маємо

P0 = P{Sν = 0} = P{ν = 0} = e−λ,

а при n < 0
Pn = 0.
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Приклад 4.2.1. За фiксований короткий промiжок ча-
су число позовiв ν до страхової компанiї має пуассонiв роз-
подiл з параметром λ = 0, 8. У випадку, якщо позов пода-
ний, його величина дорiвнює 1 або 2 або 3 з iмовiрностями
0, 25; 0, 375 та 0, 375 вiдповiдно. Обчислити розподiл сумарного
позову Sν = Y1 + Y2 + . . .+ Yν до компанiї.

Ро з в’ я з а н н я. Перший спосiб. Спочатку знайдемо розподiл
кожної з випадкових величин Y1,Y1 + Y2, Y1 + Y2 + Y3 i т.д.

Випадковi величини Yi, i = 1, 2, . . . мають розподiл

1 2 3
0,25 0,375 0,375

Тодi розподiл суми Y1 + Y2 знаходимо як згортку розподiлiв
Y1 та Y2 — вiн наведений нижче:

2 3 4 5 6
0,0625 0,1875 0,3281 0,2813 0,1406

Розподiл суми Y1 + Y2 + Y3 такий:

3 4 5 6 7 8 9
0,0156 0,0703 0,1758 0,2637 0,2637 0,1582 0,0527

Розподiл суми Y1 + Y2 + Y3 + Y4 має вигляд

4 0,0039 9 0,2373
5 0,0234 10 0,1714
6 0,0762 11 0,0791
7 0,1582 12 0,0198
8 0,2307

Розподiл суми Y1 + Y2 + Y3 + Y4 + Y5

5 0,001 11 0,2184
6 0,0073 12 0,1730
7 0,0293 13 0,0989
8 0,0769 14 0,0371
9 0,1456 15 0,0074
10 0,2052
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Розподiлом числа позовiв ν до страхової компанiї є пуассонiв
розподiл з параметром λ = 0, 8:

πi = P{ν = i} =
(0, 8)i

i!
e−0,8, i = 0, 1, . . . або, що те саме,

0 1 2 3 4 5 . . .
0,4493 0,3595 0,1438 0,0383 0,0077 0,0012 . . .

Тодi розподiлом сумарного позову Sν = Y1 + Y2 + . . . + Yν є
складений пуассонiв розподiл. Знайдемо його. Маємо

P{Sν = k} =
∞∑
n=1

P{Sn = k}πn =

=
∞∑
n=1

P{Y1 + Y2 + . . .+ Yn = k}P{ν = n}, k = 0, 1, . . .

Звiдси одержимо

P{Sν = 0} ≈ 0, 4493; P{Sν = 1} ≈ 0, 08987;

P{Sν = 2} ≈ 0, 14379; P{Sν = 3} ≈ 0, 16236;

P{Sν = 4} ≈ 0, 04991; P{Sν = 5} ≈ 0, 04736;
i т.д.

Отже, розподiл Sν дорiвнює

0 1 2 3 4 5 . . .
0,4493 0,08987 0,14379 0,16236 0,04991 0,04736 . . .

Другий спосiб. Сумарний позов до компанiї можна подати у
виглядi

Sν = Y1 + Y2 + . . .+ Yν = 1ν1 + 2ν2 + 3ν3,

де ν1 — число позовiв величини 1, ν2 — число позовiв величини 2,
ν3 — число позовiв величини 3. Випадковi величини ν1, ν2, ν3
мають пуассоновi розподiли з параметрами

λ1 = λP{Yi = 1} = 0, 2;

λ2 = λP{Yi = 2} = 0, 3;

λ3 = λP{Yi = 3} = 0, 3
вiдповiдно.

Розподiлом числа позовiв ν1 величини 1 є
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0 1 2 3 4 . . .
0,8187 0,1637 0,0164 0,0011 0,0001 . . .

або (0, 2)i
i! e−0,2, i = 0, 1, 2, . . .

Розподiлом 2ν2 — числа позовiв величини 2, помноженого
на 2, є

0 2 4 6 . . .
0,7408 0,2222 0,0333 0,0033 . . .

або (0, 3)i/2
(i/2)! e

−0,3, i = 0, 2, 4, . . .

Розподiлом 3ν3 — числа позовiв величини 3, помноженого
на 3, є

0 3 6 . . .
0,7408 0,2222 0,0333 . . .

або (0, 3)i/3
(i/3)! e

−0,3, i = 0, 3, 6, . . .

Знайдемо розподiл Sν = ν1 + 2ν2 + 3ν3 як згортку розподiлiв
ν1 + 2ν2 i 3ν3. Розподiлом суми ν1 + 2ν2 є

0 1 2 3 4 5 6 . . .
0,6065 0,1213 0,1941 0,0372 0,0310 0,0057 0,0033 . . .

Тому розподiл сумарного позову Sν = ν1 +2ν2 +3ν3 дорiвнює

0 1 2 3 4 5 6 . . .
0,4493 0,08987 0,14379 0,16236 0,04991 0,04736 0,03092 . . .

Третiй спосiб. Застосуємо рекурентнi формули для розра-
хунку складеного пуассонового розподiлу:

Pn =
λ

n

n∑
i=1

ipiPn−i, n = 1, 2, . . . , P0 = e−λ,

де P{Yi = k} = pk, k = 0, 1, . . .
Маємо

P0 = e−0,8 ≈ 0, 4493;

P1 = 0, 8 · p1P0 ≈ 0, 08987;
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P2 =
0, 8
2

(p1P1 + 2p2P0) ≈ 0, 14379;

P3 =
0, 8
3

(p1P2 + 2p2P1 + 3p3P0) ≈ 0, 16236;

P4 =
0, 8
4

(p1P3 + 2p2P2 + 3p3P1 + 4p4P0) ≈ 0, 04991;

P5 =
0, 8
5

(p1P4 + 2p2P3 + 3p3P2 + 4p4P1 + 5p5P0) ≈ 0, 04736;

i т.д.

4.3. Складений вiд’ємний
бiномний розподiл

Середнє число позовiв λ, як правило, залежить вiд випадко-
вих факторiв, тому λ можна вважати випадковою величиною з
деякою щiльнiстю fλ(x).

Нехай число позовiв ν за даний iнтервал часу має розподiл
Пуассона з параметром λ. Нехай параметр λ має гамма-розподiл
iз параметрами (β;α). Тодi розподiл числа позовiв ν називають
рандомiзованим розподiлом Пуассона, який є вiд’ємним бiном-
ним розподiлом iз параметрами

(
β

β + 1;α
)
:

πi = P{ν = i} = Cii+α−1

(
β

β + 1

)α(
1− β

β + 1

)i
, i = 0, 1, . . .

(4.3.1)
Якщо α нецiле, то Cii+α−1 визначають так:

Cii+α−1 =
α(α+ 1) . . . (α+ i− 1)

i!
.

Якщо позначити p = β/(β + 1), q = 1/(β + 1), то рiвнiсть
(4.3.1) запишеться так:

πi = P{ν = i} =
α(α+ 1) . . . (α+ i− 1)

i!
qipα (p+ q = 1).

Вiд’ємний бiномний розподiл адекватно описує розподiл числа
позовiв ν, коли дисперсiя Dν перевищує середнє Mν.
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Означення.Нехай Yi, i = 1, 2, . . .— незалежнi однаково роз-
подiленi випадковi величини, кожна з функцiєю розподiлу F (x),
випадкова величина ν має вiд’ємний бiномний розподiл з пара-
метрами (p, α) i ν не залежить вiд випадкових величин Y1, Y2, . . .
Розподiл випадкової величини

Sν =
ν∑
i=1

Yi

називається складеним вiд’ємним бiномним розподiлом iз пара-
метрами (p;α;F (x)).

Перетворення Лапласа Φ(s) випадкової величини Sν дорiв-
нює

Φ(s) = Me−sSν = π(ϕ(s)) =
(

p

1− ϕ(s)q

)α
,

де

π(z) = Mzν =
∞∑
k=0

zk
α(α+ 1) · · · (α+ k − 1)

k!
qkpα =

= pα
∞∑
k=0

(−1)k
(−α)(−α− 1) · · · (−α− k + 1)

k!
(zq)k = pα(1−zq)−α =

=
(

p

1− zq

)α
— генератриса числа позовiв, ϕ(s) — перетворення Лапласа ви-
падкової величини Yi. Тому можна дати рiвносильне означення
складеного вiд’ємного бiномного розподiлу.

Означення. Невiд’ємна випадкова величина Sν має складе-
ний вiд’ємний бiномний розподiл iз параметрами (p;α;F (x)),
якщо її перетворення Лапласа Φ(s) можна подати у виглядi

Φ(s) =
(

p

1− ϕ(s)q

)α
,

де ϕ(s) — перетворення Лапласа деякого ймовiрнiсного розподi-
лу F , зосередженого на [0,+∞), p > 0, q > 0, p+ q = 1.

Якщо iндивiдуальнi позови Yi мають дискретний розподiл iз
генератрисою g(z), то складений вiд’ємний бiномний розподiл
також є дискретним i його генератриса дорiвнює

G(z) = π(g(z)) =
(

p

1− g(z)q

)α
.
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Обчислимо моменти складеного вiд’ємного бiномного розпо-
дiлу. Математичне сподiванняMSν та дисперсiя DSν сумарного
позову Sν дорiвнюють

MSν = MνMYi =
αq

p
MYi,

DSν = Dν(MYi)2 +DYiMν =
αq

p2
(MYi)2 +DYi

αq

p
,

[див. рiвностi (4.1.4), (4.1.5)], третiй центральний момент сумар-
ного позову Sν дорiвнює

M(Sν −MSν)3 =
αq

p
MYi

3 +
3αq2

p2
MYi ·MYi

2 +
2αq3

p3
(MYi)3.

Як i для складеного пуассонового розподiлу, у моделi складе-
ного вiд’ємного бiномного розподiлу сумарний позов Sν завжди
має додатну асиметрiю.

Кожен складений вiд’ємний бiномний розподiл можна роз-
глядати як складений пуассонiв розподiл зi спецiально пiдiбра-
ними параметрами.

Теорема 4.3.1. Складений вiд’ємний бiномний розподiл iз
параметрами (p;α;F (x)) збiгається зi складеним пуассоновим
розподiлом з параметрами (λ;H(x)), де

λ = −α ln(1− q), H(x) =
∞∑
n=1

pnFn(x),

Fn = F ∗ · · · ∗ F︸ ︷︷ ︸
n

, pn = − qn

n ln(1− q)
, n = 1, 2, . . . ,

p+ q = 1, p > 0, q > 0.

Дов е д е н н я . Розглянемо розклад у ряд функцiї ln(1 + x) :

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
, |x| < 1.

Для x = −q маємо

ln(1 + (−q)) =
∞∑
n=1

(−1)n−1 (−q)n

n
=
∞∑
n=1

(−1)2n−1 q
n

n
, |q| < 1.
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Звiдси

− ln(1− q) =
∞∑
n=1

(−1)2n q
n

n
=
∞∑
n=1

qn

n
, |q| < 1,

отже,

1 =
∞∑
n=1

− qn

n ln(1− q)
, |q| < 1.

Позначимо

pn = − qn

n ln(1− q)
, n = 1, 2, . . .

Величини pn додатнi й
∞∑
n=1

pn = 1. Тому їх можна розглядати

як розподiл деякої цiлочислової випадкової величини µ:(
1 2 . . . n . . .
p1 p2 . . . pn . . .

)
.

Генератриса µ дорiвнює

πµ(z) = Mzµ =
∞∑
n=1

znpn =
∞∑
n=1

zn
(
− qn

n ln(1− q)

)
=

= − 1
ln(1− q)

∞∑
n=1

(zq)n

n
=

ln(1− zq)
ln(1− q)

.

Розглянемо зважену суму функцiй розподiлу Fn(x) з вага-
ми pn :

H(x) =
∞∑
n=1

pnFn(x).

Зазначимо, що H(x) є функцiєю розподiлу випадкової вели-
чини

Z = Y1 + Y2 + · · ·+ Yµ,

де випадковi величини Yi незалежнi, кожна з функцiєю розпо-
дiлу F (x), µ не залежить вiд Yi.
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Перетворення Лапласа ϕH функцiї H(x) згiдно з рiвнiстю
(4.1.2) дорiвнює

ϕH(s) = Me−sZ = πµ(ϕ(s)) =
ln(1− qϕ(s))

ln(1− q)
,

де ϕ(s) — перетворення Лапласа розподiлу F .
Обчислимо перетворення Лапласа складеного пуассонового

розподiлу з параметрами λ = −α ln(1− q) i H(x) :

Φ(s) = exp{λ(ϕH(s)− 1)} =

= exp
{
−α ln(1− q)

(
ln(1− qϕ(s))

ln(1− q)
− 1
)}

=

= exp
{
α ln

1− q
1− qϕ(s)

}
=
(

1− q
1− qϕ(s)

)α
=
(

p

1− qϕ(s)

)α
.

Ця функцiя є перетворенням Лапласа складеного вiд’ємного
бiномного розподiлу. Оскiльки перетворення Лапласа однако-
вi, то складений вiд’ємний бiномний розподiл iз параметрами
(p;α;F (x)) збiгається зi складеним пуассоновим розподiлом iз
параметрами (λ;H(x)).

Теорема доведена.
Складений вiд’ємний бiномний розподiл має властивостi,

аналогiчнi до властивостей складеного пуассонового розподiлу.

Теорема 4.3.2. Нехай Yi, i = 1, 2, . . . — незалежнi однаково
розподiленi дискретнi випадковi величини з розподiлом

P{Yi = n} = pn, n = 0, 1, . . . ,

випадкова величина ν має вiд’ємний бiномний розподiл iз пара-
метрами (p, α). Тодi розподiл Pn, n = 0, 1, . . . випадкової вели-
чини

Sν = Y1 + Y2 + . . .+ Yν

задовольняє рекурентнi формули

Pn =
n∑
i=1

(
q +

(α− 1)q
n

i

)
piPn−i, n = 1, 2, . . .

P0 = pα; Pn = 0 для n < 0.
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До в е д е н н я . Оскiльки Yi — дискретнi випадковi величини,
то складений вiд’ємний бiномний розподiл також є дискретним
i його генератриса дорiвнює

G(z) = π(g(z)) =
(

p

1− qg(z)

)α
,

де g(z) — генератриса Yi. Здиференцiюємо G(z) за z:

G′(z) = α

(
p

1− qg(z)

)α−1 (−p)(−q)g′(z)
(1− qg(z))2

= α
qg′(z)

1− qg(z)
G(z).

Звiдси випливає, що

G′(z)(1− qg(z)) = αqg′(z)G(z),

zG′(z)− qg(z)zG′(z) = αqzg′(z)G(z).

Розглянемо генератрису послiдовностi {Pn}:

G(z) = MzSν =
∞∑
n=0

znP{Sν = n} =
∞∑
n=0

znPn.

Здиференцiювавши G(z) за z, матимемо

G′(z) =
∞∑
n=0

nzn−1Pn.

З останньої рiвностi одержуємо

zG′(z) =
∞∑
n=0

nznPn =
∞∑
n=0

zn(nPn),

тобто zG′(z) — генератриса послiдовностi {nPn}.
Функцiя

g(z) = MzYi =
∞∑
n=0

znP{Yi = n} =
∞∑
n=0

znpn
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є генератрисою послiдовностi {pn}. Здиференцiювавши g(z) за
z, одержимо

g′(z) =
∞∑
n=0

nzn−1pn.

Помноживши праву й лiву частини останньої рiвностi на z,
одержимо

zg′(z) =
∞∑
n=0

zn(npn),

тобто zg′(z) є генератрисою послiдовностi {npn}. Функцiя
qg(z)zG′(z) як добуток генератрис послiдовностей {qpn} i
{nPn} є генератрисою згортки цих послiдовностей. Функцiя
αqzg′(z)G(z) як добуток генератрис послiдовностей {αqnpn} i
{Pn} є генератрисою згортки цих послiдовностей. Тому з рiвно-
стi

zG′(z) = qg(z)zG′(z) + αqzg′(z)G(z)

випливає (для n ≥ 1)

nPn = q
n∑
i=0

pi(n− i)Pn−i + αq
n∑
i=0

ipiPn−i,

nPn =
n∑
i=0

(q(n− i) + αqi)piPn−i,

Pn =
n∑
i=1

(
q +

(α− 1)q
n

i

)
piPn−i.

При n = 0 P0 = P{Sν = 0} = P{ν = 0} = pα, при n < 0 Pn = 0.
Теорема доведена.

4.4. Гауссове наближення для розрахунку
ймовiрностi банкрутства

У моделi колективного ризику очiкуване число позовiв ν вiд
усього портфеля договорiв, як правило, велике.

Для складеного пуассонового розподiлу це означає, що
оскiльки Mν = λ, то параметр λ досить великий.
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Для складеного вiд’ємного бiномного розподiлу Mν = αq/p.
Тому Mν велике, якщо α велике або p мале. У цих випадках
у разi точного розрахунку ймовiрностi банкрутства виникають
проблеми, пов’язанi з малим значенням ймовiрностей. Тому для
розрахунку ймовiрностi банкрутства застосовують наближенi
методи.

Як i для моделi iндивiдуального ризику, в моделi колектив-
ного ризику основним є гауссове або нормальне наближення.

Математичне сподiвання i дисперсiя сумарного позову Sν до-
рiвнюють

MSν = MνMYi,

DSν = Dν(MYi)2 +DYiMν.

Теорема 4.4.1. Нехай Y1, Y2, . . . — незалежнi однаково роз-
подiленi випадковi величини iз середнiм MYi = m < ∞ i скiн-
ченними дисперсiями DYi = σ2, i = 1, 2, . . .; ν — пуассонова
випадкова величина з параметром λ, при цьому випадковi ве-
личини ν i Y1, Y2, . . . незалежнi;

Sν = Y1 + Y2 + . . .+ Yν .

Тодi при λ→∞ розподiл нормованої суми

Sν −MSν√
DSν

=
Sν − λm√
λ(m2 + σ2)

(4.4.1)

збiгається до нормального розподiлу з параметрами (0; 1), тоб-
то:

P

{
Sν −MSν√

DSν
< x

}
→ 1√

2π

x∫
−∞

exp
{
− t

2

2

}
dt, x ∈ R1.

Теорема 4.4.2. Нехай Y1, Y2, . . . — незалежнi однаково роз-
подiленi випадковi величини iз середнiми MYi = m та скiн-
ченними дисперсiями DYi = σ2, i = 1, 2, . . .; випадкова ве-
личина ν має вiд’ємний бiномний розподiл iз параметрами
(p, α), при цьому випадковi величини ν i Y1, Y2, . . . незалежнi;
Sν = Y1 + Y2 + . . . + Yν . Тодi при α → ∞ розподiл нормованої
суми

Sν −MSν√
DSν

=
Sν − αqm/p√

αqm2/p2 + αq σ2/p
(4.4.2)

збiгається до нормального розподiлу з параметрами (0; 1).
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Отже, можна вважати, що ймовiрнiсть банкрутства

R = P{Sν > u} = P

{
Sν −MSν√

DSν
>
u−MSν√

DSν

}
=

= 1− P
{
Sν −MSν√

DSν
<
u−MSν√

DSν

}
= 1−N0;1

(
u−MSν√

DSν

)
.

4.5. Гамма-наближення для розрахунку
ймовiрностi банкрутства

Апроксимацiя розподiлу величини Sν сумарного позову
гамма-розподiлом забезпечує бiльшу точнiсть, нiж апроксима-
цiя нормальним розподiлом.

Гамма-розподiлу можна вiддати перевагу, оскiльки:
1) нормальний розподiл допускає вiд’ємнi значення величини

сумарного позову Sν , чого взагалi не може бути, тодi як у разi
гамма-розподiлу Sν > 0;

2) iмовiрнiсть великих значень Sν (тобто подiй виду
{Sν > x}) у разi нормального розподiлу спадає дуже швидко.
Тому часто нормальне наближення недооцiнює можливiсть ве-
ликого позову, що може бути небезпечно для фiнансового стану
компанiї;

3) нормальний розподiл симетричний, тобто коефiцiєнт аси-
метрiї γ = 0. Але для складеного пуассонового розподiлу й для
складеного вiд’ємного бiномного розподiлу завжди коефiцiєнт
асиметрiї γ > 0. Тому гамма-наближення має перевагу порiвня-
но з нормальним наближенням, оскiльки для гамма-розподiлу з
параметрами (λ;α)

M(Yi −MYi)3 =
α(α+ 1)(α+ 2)

λ3
− 3

α

λ

α

λ2
− α3

λ3
=

2α
λ3

> 0.

Гамма-розподiл виникає як граничний розподiл для нормо-
ваної величини сумарного позову Sν/MSν у складенiй вiд’ємнiй
бiномнiй моделi, якщо параметр p→ 0.

Теорема 4.5.1. Нехай Y1, Y2, . . . — незалежнi однаково роз-
подiленi додатнi випадковi величини з функцiєю розподiлу F (x),
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скiнченними середнiми MYi = m i дисперсiєю DYi = σ2; випад-
кова величина ν має вiд’ємний бiномний розподiл iз параметра-
ми (p, α), при цьому випадковi величини ν i Y1, Y2, . . . незале-
жнi; Sν = Y1 + Y2 + . . .+ Yν . Тодi при p→ 0 розподiл нормова-
ної суми Sν/MSν збiгається до гамма-розподiлу з параметрами
(α;α):

P

{
Sν
MSν

< x

}
→

x∫
0

αα

Γ(α)
tα−1e−αtdt.

Дов е д е н н я . Нехай ϕ — перетворення Лапласа розподi-
лу F . Перетворення Лапласа випадкової величини Sν/MSν

Φ(s) = M exp
{
−s Sν

MSν

}
=
(

p

1− qϕ (s/MSν)

)α
.

Перетворення Лапласа ϕ(u) в околi точки 0 можна подати у
виглядi

ϕ(u) = ϕ(0) + uϕ′(0) + o(u) = 1− uMYi + o(u), коли u→ 0.

Оскiльки p→ 0, то

MSν =
αq

p
MYi →∞,

а отже, для кожного фiксованого s вiдношення s/MSν → 0.
Тому

ϕ

(
s

MSν

)
= 1− s

MSν
MYi + o

(
s

MSν

)
, коли p→ 0,

i оскiльки
MSν =

αq

p
MYi,

то
ϕ

(
s

MSν

)
= 1− sp

αq
+ o(p), коли p→ 0.

Враховуючи останню рiвнiсть, одержимо:(
p

1− qϕ (s/MSν)

)α
=
(

p

1− (1− p) (1− sp/(αq) + o(p))

)α
=
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=
(

p

1− 1 + sp/(αq) + p− sp2/(αq) + o(p)

)α
=

=
(

p

sp/α+ p+ o(p)

)α
=
(

1
1 + s/α+ o(1)

)α
.

Тому

lim
p→0

Φ(s) = lim
p→0

M exp
{
−s Sν

MSν

}
=
(

1 +
s

α

)−α
.

Функцiя (1 + s/α)−α є перетворенням Лапласа гамма-розподiлу
з параметрами (α;α). Дiйсно,

Φ1(s) =

+∞∫
0

e−sx
αα

Γ(α)
xα−1e−αxdx =

αα

Γ(α)

+∞∫
0

xα−1e−(s+α)xdx.

Пiсля замiни t = (s+ α)x матимемо

Φ1(s) =
αα

Γ(α)
1

(s+ α)α

+∞∫
0

tα−1e−tdt =
(

1 +
s

α

)−α
.

Перетворення Лапласа Φ(s) при p → 0 прямує до перетво-
рення Лапласа Φ1(s), тому розподiл сумарного позову Sν/MSν
збiгається до гамма-розподiлу з параметрами (α;α) :

P

{
Sν
MSν

< x

}
−→

x∫
0

αα

Γ(α)
tα−1e−αtdt, p→ 0.

Теорема доведена.
Наслiдок. Нехай сумарнi позови Sk, k = 1, 2, . . . ма-

ють складений вiд’ємний бiномний розподiл з параметрами
(α; pk;F (x)), pk + qk = 1, qk/pk = kq/p, k = 1, 2, . . . , q = 1− p —
постiйна величина.

Тодi при k → ∞ розподiл нормованої суми Sk/MSk збiгає-
ться до гамма-розподiлу з параметрами (α;α) :

P

{
Sk
MSk

< x

}
−→

x∫
0

αα

Γ(α)
tα−1e−αtdt.
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4.6. Задачi

4.1. Нехай число позовiв ν за фiксований промiжок часу має
змiщений геометричний розподiл з параметром p :

πn = P{ν = n} = p(1− p)n−1, n = 1, 2, . . . ,

а величини позовiв розподiленi показниково з параметром λ :

FYi(x) = P{Yi < x} =
{

0, при x < 0;
1− e−λx, при x ≥ 0 (λ > 0).

Знайти залежнiсть iмовiрностi банкрутства вiд капiталу компа-
нiї. Задачу розв’язати двома способами: а) за допомогою пере-
творення Лапласа; б) за методом згорток.

4.2. За фiксований короткий промiжок часу портфель до-
говорiв страхової компанiї може породити 0, 1, 2 або 3 позови з
iмовiрностями 0,1; 0,3; 0,4; 0,2 вiдповiдно. У випадку, якщо позов
поданий, його величина дорiвнює 1, 2 або 3 з ймовiрностями 0,5;
0,4 та 0,1 вiдповiдно. Визначити залежнiсть iмовiрностi банкрут-
ства вiд капiталу компанiї. Розв’язати задачу двома способами:
а) за методом згорток; б) методом генератрис.

4.3. Сумарний позов до страхової компанiї дорiвнює
Sν = Y1+Y2+. . .+Yν , де ν — загальне число позовiв набуває зна-
чення 0, 1, 2 з однаковими ймовiрностями. Кожна з випадкових
величин Yi експоненцiально розподiлена iз середнiм 1/2. Випад-
ковi величини ν, Y1, Y2, . . . незалежнi. Обчислити M exp{Sν}.

4.4. Сумарний позов до страхової компанiї дорiвнює
Sν = Y1+Y2+. . .+Yν , де ν — загальне число позовiв має бiномний
розподiл з параметрами N = 5, p = 0, 1. Кожна з випадкових ве-
личин Yi дискретно розподiлена, P{Yi = 1} = P{Yi = 2} = 1/2.
Випадковi величини ν, Y1, Y2, . . . незалежнi. Обчислити генера-
трису моментiв сумарного позову M exp{tSν}.

4.5. Нехай сумарний позов Sν до страхової компанiї
має складений вiд’ємний бiномний розподiл з параметрами
α = 3, p = 1/3 i величинами страхових виплат гамма-
розподiленими з параметрами β = 4, λ = 2. Обчислити
P{Sν < 24}, застосовуючи а) гауссове наближення; б) гамма-
наближення.

4.6. У моделi колективного ризику розподiл сумарного по-
зову до страхової компанiї Sν = Y1 + Y2 + . . . + Yν задається
розподiлом числа позовiв ν:

P{ν = 0} = 0, 5, P{ν = 1} = 0, 3, P{ν = 2} = 0, 2
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та розподiлом величини поданого позову Yi:

P{Yi = 1} = 0, 8, P{Yi = 4} = 0, 2.

Обчислити ймовiрнiсть того, що величина сумарного позову пе-
ревищує своє середнє значення бiльше нiж у 2 рази.

4.7. У моделi колективного ризику розподiл сумарного по-
зову до страхової компанiї Sν = Y1 + Y2 + . . . + Yν задається
розподiлом числа позовiв ν:

P{ν = 0} = 0, 7, P{ν = 2} = 0, 2, P{ν = 3} = 0, 1

та розподiлом величини поданого позову Yi

P{Yi = 0} = 0, 8, P{Yi = 10} = 0, 2.

Обчислити ймовiрнiсть того, що величина сумарного позову пе-
ревищує своє середнє значення бiльше нiж на 2 стандартнi вiд-
хилення.

4.8. До страхової компанiї надiйшло 100 позовiв за страхови-
ми випадками двох видiв. За першим видом страхового випадку
одержано ν позовiв, середня величина позову 1, дисперсiя по-
зову 2. За другим видом страхового випадку одержано 100 − ν
позовiв, середня величина позову 2, дисперсiя позову 5. Вiдомо,
що величина ν бiномно розподiлена з параметрами N = 100,
p = 1/2. Обчислити середнє та дисперсiю величини сумарного
позову до страхової компанiї.

4.9. Величина позову в разi його подання до страхової ком-
панiї дорiвнює 1, 2 або 3 з iмовiрностями 0,5; 0,4 та 0,1 вiд-
повiдно. Число позовiв ν до страхової компанiї має пуассо-
нiв розподiл iз середнiм 1,7. Знайти розподiл сумарного позову
Sν = Y1 + Y2 + . . .+ Yν до компанiї. Обчислити MSν , DSν .

4.10. Нехай сумарний позов Sν до страхової компанiї
має складений пуассонiв розподiл з параметрами (λ, F (x)), де
λ = 2, а

F (x) =


0, x ≤ 1,

0, 1, 1 < x ≤ 2,
0, 3, 2 < x ≤ 3,
0, 6, 3 < x ≤ 4,
1, x > 4.

Знайти розподiл сумарного позову Sν . ОбчислитиMSν , DSν .
4.11. Нехай сумарний позов S1 до однiєї фiлiї страхової ком-

панiї має складений пуассонiв розподiл з параметром λ1 = 2 i
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розподiлом страхових виплат за одним позовом F1:(
1 2 3

0, 2 0, 6 0, 2

)
.

Сумарний позов S2 до iншої фiлiї страхової компанiї має складе-
ний пуассонiв розподiл з параметром λ2 = 6 i розподiлом стра-
хових виплат за одним позовом F2:(

3 4
0, 5 0, 5

)
.

Знайти розподiл суми S1 + S2, якщо S1, S2 — незалежнi ви-
падковi величини.

4.12. Нехай сумарний позов Sν до страхової компанiї
має складений пуассонiв розподiл з параметром λ = 2
i величинами страхових виплат 1, 2 або 3. Вiдомо, що
MSν = 4, 6; DSν = 11, 8. Знайти розподiл величин страхових
виплат. Обчислити P{Sν = 3}.

4.13. Число нещасних випадкiв ν на заводi протягом року
має пуассонiв розподiл iз середнiм 12. Число постраждалих че-
рез нещасний випадок дорiвнює 1, 2 або 3 з iмовiрностями 1/2,
1/3 або 1/6 вiдповiдно. Обчислити дисперсiю сумарного числа
постраждалих через нещаснi випадки протягом року.

4.14. Для договору медичного страхування позови, пов’язанi
зi звичайними захворюваннями та стоматологiчними проблема-
ми, описуються (задаються) незалежними складеними пуассоно-
вими розподiлами. Якщо захворювання звичайне, то параметр
λ1 = 2, а страховi виплати рiвномiрно розподiленi на вiдрiз-
ку [0, 1000]. Якщо захворювання пов’язане зi стоматологiчними
проблемами, то параметр λ2 = 3, а страховi виплати рiвномiрно
розподiленi на вiдрiзку [0, 200].

За умовами договору, якщо медичнi витрати за позовом мен-
шi нiж 100, то їх повнiстю сплачує застрахований. Якщо ж цi
витрати бiльшi 100, то застрахований сплачує 100, а страхова
компанiя — частину, що залишилася. Обчислити середнє значе-
ння однiєї страхової виплати.

4.15. Випадкова величина S1 має складений пуассонiв роз-
подiл з параметром λ1 = 4 та розподiлом доданкiв

P{Yi = 1} = 2P{Yi = 2} = 3P{Yi = 3} = 6/11.

Випадкова величина S2 має складений пуассонiв розподiл з па-
раметром λ2 = 2 та розподiлом доданкiв

P{Xi = 1} = 3P{Xi = 2} = 3/4.
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Величини S1, S2 незалежнi. Обчислити ймовiрнiсть того, що
S = 2S1 + 4S2 дорiвнює 4.

4.16. Число позовiв ν до страхової компанiї має вiд’ємний
бiномний розподiл з параметрами α = 3, p = 1/2. Якщо по-
зов поданий, його величина дорiвнює 1, 2 або 3 з iмовiрностями
0,6; 0,3 та 0,1 вiдповiдно. Обчислити розподiл сумарного позову
Sν = Y1 + . . .+ Yν до компанiї. Знайти MSν , DSν .

4.17. Нехай сумарний позов Sν до страхової компанiї має
складений пуассонiв розподiл з параметром λ = 12 i рiвномiрно
розподiленими на вiдрiзку [0;1] величинами страхових виплат.
Визначити мiнiмальну величину капiталу, за наявностi якого
iмовiрнiсть банкрутства компанiї не перевищує 0,05.

4.18. Нехай сумарний позов Sν до страхової компанiї має
складений пуассонiв розподiл з параметром λ = 18 i експоненцi-
ально розподiленими з параметром θ = 6 величинами страхових
виплат. Визначити мiнiмальну величину капiталу, за наявностi
якого iмовiрнiсть банкрутства компанiї не перевищує 0,05.

4.19. У моделi колективного ризику розподiл сумарного по-
зову до страхової компанiї Sν = Y1 +Y2 + . . .+Yν має складений
пуассонiв розподiл з параметром λ = 63 та розподiлом величин
страхових виплат Yi:

P{Yi = 1} = 0, 5, P{Yi = 5} = 0, 3, P{Yi = 10} = 0, 2.

Обчислити P{Sν > 315}, застосовуючи гауссове наближення.
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Роздiл 5

Динамiчна модель
банкрутства

5.1. Опис динамiчної моделi банкрутства

Найпростiша динамiчна модель банкрутства включає два
процеси: 1) процес надходження премiй; 2) процес страхових ви-
плат. Премiя — це вартiсть страхового захисту за даним страхо-
вим договором. Премiї надходять набагато частiше, нiж подаю-
ться позови, i величина премiї набагато менша величини позову.

Процес надходження премiй. Позначимо через c швид-
кiсть надходження премiй (сума грошей за одиницю часу). Це
означає, що коли в деякий момент часу t компанiя мала резерв-
ний фонд ut i до моменту t+h позови не подавалися, то резерви
компанiї в момент t+ h будуть дорiвнювати

ut+h = ut + ch.

Не будемо враховувати вiдсотки на капiтал та iнфляцiю, щоб не
ускладнювати модель.

Процес надходження позовiв. За модель процесу надхо-
дження позовiв вiзьмемо пуассонiв процес (див. розд. 2).

Нехай Tn — момент подання n-го позову, τn = Tn − Tn−1 —
iнтервал мiж (n− 1)-м та n-м позовами (вважатимемо T0 = 0).

Позначимо через λ iнтенсивнiсть процесу позовiв (за одини-
цю часу подається в середньому λ позовiв).

Величини Y1, Y2, . . . послiдовних позовiв будемо вважати не-
залежними та однаково розподiленими випадковими величина-
ми, якi не залежать вiд моментiв T1, T2, . . . надходження позо-

126



вiв. Нехай F (x) = P{Yi < x} — функцiя розподiлу, m = MYi —
середнє, σ2 = DYi — дисперсiя величини поданого позову Yi.

Змiну капiталу з часом iлюструє табл. 5.1.1 (див. також
рис. 5.1.1).

Таблиця 5.1.1

Змiна капiталу з часом

Час Капiтал
t = 0 u0 = u

0 < t < T1 ut = u0 + ct
t = T1 uT1 = u0 + cT1 − Y1

...
...

Tn−1 < t < Tn ut = u0 + ct−
n−1∑
i=1

Yi

t = Tn uTn = u0 + cTn −
n∑
i=1

Yi

Цей процес триває до нескiнченностi, якщо тiльки в кожен мо-
мент подання позову компанiї вистачає коштiв, щоб сплатити
його. У супротивному разi компанiя збанкрутує.

Компанiя не збанкрутує, якщо

u+ cTn −
n∑
j=1

Yj ≥ 0, n = 1, 2, . . .

Але якщо
u+ cT1 − Y1 ≥ 0,

u+ cT2 − (Y1 + Y2) ≥ 0,

...

u+ cTn−1 −
n−1∑
j=1

Yj ≥ 0,

але

u+ cTn −
n∑
j=1

Yj < 0,
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то в момент Tn подання n-го позову компанiя збанкрутує.

Р и с. 5.1.1. Змiна капiталу з часом

Основною характеристикою динамiчної моделi є ймовiрнiсть
банкрутства R = R(u), а основною задачею в подальшому буде
вивчення залежностi R = R(u) вiд величини початкового капi-
талу u. Iмовiрнiсть банкрутства в динамiчнiй моделi

R(u) = 1− P

{ ∞⋂
n=1

{u+ cTn − (Y1 + Y2 + . . .+ Yn) ≥ 0}

}
.

Позначимо через µ номер позову, за якого вiдбулося банкрут-
ство. Очевидно, ймовiрнiсть банкрутства дорiвнює

R(u) = P{µ <∞},

а ймовiрнiсть нерозорення — 1−R(u) = P{µ =∞}.
Далi завжди припускатимемо, що виконується умова

c > λm.

5.2. Характеристичний коефiцiєнт

Означення. Характеристичним коефiцiєнтом (коефiцiєн-
том Лундберга, або коефiцiєнтом Крамера) називають додат-
ний розв’язок характеристичного рiвняння

MezYi = 1 + (1 + θ)mz, (5.2.1)
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де m = MYi — середня величина поданого позову; θ — вiдносна
страхова надбавка, яка визначається згiдно з формулою

c = (1 + θ)λm. (5.2.2)

Характеристичне рiвняння можна подати в такому виглядi:

λMezYi = λ+ cz. (5.2.3)

З а у в аже н н я. Оскiльки MezYi — перетворення Лапласа
величини позову Yi у точцi (−z), то

ψ(z) = MezYi = Me(−z)(−Yi) = ϕ(−z) =

+∞∫
0

ezxdF (x),

де F — розподiл величини позову Yi. Тому функцiя

ψ(z) = MezYi (5.2.4)

визначена для всiх z ≤ 0.
Iснують розподiли величини позову Yi, функцiя ψ(z) яких

не визначена для жодного значення z > 0 (наприклад, розподiл
Парето).

Далi будемо розглядати тiльки такi величини позову, для
яких ψ(z) визначена для деякого z > 0. Цю умову називають
умовою Крамера.

Якщо всi моменти

MY k
i =

+∞∫
0

xkdF (x) = (−1)kϕ(k)(0)

розподiлу F величини позову Yi скiнченнi, то функцiю ψ(z) на-
зивають генератрисою нормованих моментiв. При цьому

ψ(z) = MezYi = M

∞∑
k=0

(zYi)k

k!
=
∞∑
k=0

zk
MY k

i

k!
.
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5.3. Нерiвнiсть Лундберга для визначення
ймовiрностi банкрутства

Iмовiрнiсть банкрутства R(u) = P{µ <∞} можна знайти як
границю при n→∞ iмовiрностей

Rn(u) = P{µ ≤ n}

того, що компанiя збанкрутує не пiзнiше, нiж пiсля подання n
перших позовiв:

R(u) = lim
n→∞

Rn(u).

Тодi
1−Rn(u) = P{µ > n}

— iмовiрнiсть того, що першi n позовiв не призведуть до бан-
крутства.

Компанiя не збанкрутує, якщо для n = 1, 2, . . . справджує-
ться нерiвнiсть

u+ c(τ1 + τ2 + · · ·+ τn)− (Y1 + Y2 + · · ·+ Yn) ≥ 0.

Тодi
1−Rn(u) =

= P

{
n⋂
k=1

{u+ c(τ1 + τ2 + · · ·+ τk)− (Y1 + Y2 + · · ·+ Yk) ≥ 0}

}
=

= P

{
n⋂
k=1

{Y1 + Y2 + · · ·+ Yk ≤ u+ c(τ1 + τ2 + · · ·+ τk)}

}
.

Теорема 5.3.1. Iмовiрнiсть того, що першi n позовiв не
призведуть до банкрутства компанiї дорiвнює

1−Rn(u) =

+∞∫
0

λe−λt
u+ct∫
0

(1−Rn−1(u+ ct− x))dF (x)dt. (5.3.1)

Д о в е д е н н я . Якщо в момент T1 = τ1 подання першого по-
зову компанiя не збанкрутує (тобто, якщо Y1 ≤ u + cτ1), то мо-
жна вважати, що вона фактично починає функцiонувати знову,
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але зi змiненою величиною початкового резерву, який дорiвнює
u+ cτ1 − Y1.

Позначимо ψk(u) = 1−Rk(u). Припустимо, що перший позов
надходить у момент t. “Iмовiрнiсть” цiєї подiї дорiвнює λeλtdt.
Також припустимо, що величина позову дорiвнює x — “iмовiр-
нiсть” цiєї подiї дорiвнює dF (x).

На момент t страхова компанiя має капiтал u+ ct− x. Iнте-
груючи за t i x, одержуємо

ψn(u) =

∞∫
0

λe−λt
∞∫

0

ψn−1(u+ ct− x)dF (x)dt

(ми вважаємо, що ψn(y) = 0 для y < 0), або

1−Rn(u) =

∞∫
0

λe−λt
u+ct∫
0

(1−Rn−1(u+ ct− x))dF (x)dt.

Теорема доведена.
Iнша форма запису рiвностi (5.3.1) така:

Rn(u) =

+∞∫
0

(1− F (u+ ct))λe−λtdt+

+

+∞∫
0

λe−λt
u+ct∫
0

Rn−1(u+ ct− x)dF (x)dt. (5.3.2)

Дiйсно, з рiвностi (5.3.1) маємо

Rn(u) = 1−
+∞∫
0

λe−λt
u+ct∫
0

(1−Rn−1(u+ ct− x))dF (x)dt =

=

+∞∫
0

λe−λtdt−
+∞∫
0

λe−λt
u+ct∫
0

dF (x)dt+

131

+

+∞∫
0

λe−λt
u+ct∫
0

Rn−1(u+ ct− x)dF (x)dt =

=

+∞∫
0

1−
u+ct∫
0

dF (x)

λe−λtdt+

+

+∞∫
0

λe−λt
u+ct∫
0

Rn−1(u+ ct− x)dF (x)dt =

=

+∞∫
0

(1− F (u+ ct))λe−λtdt+

+

+∞∫
0

λe−λt
u+ct∫
0

Rn−1(u+ ct− x)dF (x)dt.

Теорема 5.3.2. (нерiвнiсть Лундберга). Нехай процес
надходження позовiв є пуассоновим з iнтенсивнiстю λ, премiї
надходять зi швидкiстю c, початковий капiтал страхової ком-
панiї дорiвнює u; F (x) — функцiя розподiлу величини поданого
позову Yi, r — характеристичний коефiцiєнт.

Тодi ймовiрнiсть банкрутства R(u) задовольняє нерiвнiсть

R(u) ≤ e−ru. (5.3.3)

Д о в е д е н н я. Застосовуючи формулу (5.3.2), доведемо не-
рiвнiсть

Rn(u) ≤ e−ru,
де r — характеристичний коефiцiєнт.

Iмовiрнiсть того, що компанiя збанкрутує не пiзнiше нiж пi-
сля подання 0 позовiв, дорiвнює R0(u) ≡ 0. Отже, для n = 0 :
0 ≤ e−ru i нерiвнiсть справджується.

Припустимо, що (5.3.3) справджується для n = k − 1. Тодi
згiдно з рiвнiстю (5.3.2) маємо для n = k

Rk(u) ≤
+∞∫
0

(1− F (u+ ct))λe−λtdt+
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+

+∞∫
0

λe−λt
u+ct∫
0

e−r(u+ct−x)dF (x)dt =

= e−r(u+ct)er(u+ct)

+∞∫
0

 +∞∫
u+ct

dF (x)

λe−λtdt+

+e−ru
+∞∫
0

λe−λte−rct

 u+ct∫
0

erxdF (x)

 dt =

= e−ru
+∞∫
0

λe−λte−rct×

×
(
er(u+ct)

+∞∫
u+ct

dF (x) +

u+ct∫
0

erxdF (x)
)
dt.

Оскiльки в iнтегралi
+∞∫
u+ct

dF (x) змiнна x ≥ u+ ct, то справджу-

ється така нерiвнiсть:

er(u+ct)

+∞∫
u+ct

dF (x) ≤
+∞∫

u+ct

erxdF (x).

Тодi

Rk(u) ≤ e−ru
+∞∫
0

λe−(λ+rc)t

 +∞∫
u+ct

erxdF (x) +

u+ct∫
0

erxdF (x)

 dt =

= e−ru
+∞∫
0

λe−(λ+rc)t

+∞∫
0

erxdF (x)dt <

< e−ruψ(r)

+∞∫
0

λe−(λ+rc)tdt = e−ru
λ

λ+ rc
ψ(r),
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де

ψ(r) =

+∞∫
0

erxdF (x).

Оскiльки r задовольняє характеристичне рiвняння, то

λψ(r) = λ+ cr,

звiдки

ψ(r) =
λ+ cr

λ
.

Отже,
Rk(u) ≤ e−ru.

Переходячи в останнiй нерiвностi до границi, коли k →∞, одер-
жимо оцiнку:

R(u) ≤ e−ru.

Теорема 5.3.3. (теорема Крамера–Лундберга). При
u→∞

R(u) ∼ θm

ψ′(r)− (1 + θ)m
e−ru. (5.3.4)

Нерiвнiсть Лундберга (5.3.3) та асимптотика Крамера–
Лундберга (5.3.4) свiдчать про те, що ймовiрнiсть банкрутства
мала, якщо значення характеристичного коефiцiєнта велике.

Характеристичний коефiцiєнт r, який включає основнi пара-
метри моделi (λ — iнтенсивнiсть надходження позовiв, F (x) —
розподiл величини позову, c — швидкiсть надходження премiй),
є iнтегральною характеристикою фiнансової безпеки компанiї.

5.4. Точний розрахунок
iмовiрностi банкрутства

Для ймовiрностi банкрутства R(u) має мiсце рiвняння, одер-
жане з рiвностi (5.3.2) у результатi граничного переходу при
n→∞:

R(u) =

+∞∫
0

(1− F (u+ ct))λe−λtdt+
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+

+∞∫
0

λe−λt
u+ct∫
0

R(u+ ct− x)dF (x)dt. (5.4.1)

Пiсля замiни u+ ct = y маємо

R(u) =

+∞∫
u

(1− F (y))λ exp
{
−λ
(
y − u
c

)}
dy

c
+

+

+∞∫
u

λ exp
{
−λ
(
y − u
c

)} y∫
0

R(y − x)dF (x)
dy

c
=

=
λ

c
exp

{
λu

c

}[ +∞∫
u

(1− F (y)) exp
{
−λy
c

}
dy+

+

+∞∫
u

exp
{
−λy
c

} y∫
0

R(y − x)dF (x)dy

]
.

Здиференцiюємо R(u) за u:

R
′
(u) =

(
λ

c

)2

exp
{
λu

c

}[ +∞∫
u

(1− F (y)) exp
{
−λy
c

}
dy+

+

+∞∫
u

exp
{
−λy
c

} y∫
0

R(y − x)dF (x)dy
]
+

+
λ

c
exp

{
λu

c

}[ d
du

+∞∫
u

(1− F (y)) exp
{
−λy
c

}
dy+

+
d

du

+∞∫
u

exp
{
−λy
c

} y∫
0

R(y − x)dF (x)dy
]
, (5.4.2)
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де

d

du

+∞∫
u

(1− F (y)) exp
{
−λy
c

}
dy = −(1− F (u)) exp

{
−λu
c

}
,

(5.4.3)

d

du

+∞∫
u

exp
{
−λy
c

} y∫
0

R(y − x)dF (x)dy =

= − exp
{
−λu
c

} u∫
0

R(u− x)dF (x). (5.4.4)

Iз рiвностей (5.4.2), (5.4.3) i (5.4.4) маємо

R
′
(u) =

(
λ

c

)2

exp
{
λu

c

}[ +∞∫
u

(1− F (y)) exp
{
−λy
c

}
dy+

+

+∞∫
u

exp
{
−λy
c

} y∫
0

R(y − x)dF (x)dy

]
−

−λ
c

exp
{
λu

c

}[
(1− F (u)) exp

{
−λu
c

}
+

+ exp
{
−λu
c

} u∫
0

R(u− x)dF (x)

]
=

=
λ

c
R(u)− λ

c
(1− F (u))− λ

c

u∫
0

R(u− x)dF (x),

тобто

R′(u) =
λ

c
R(u)− λ

c
(1− F (u))− λ

c

u∫
0

R(u− x)dF (x). (5.4.5)
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Щоб розв’язати рiвняння (5.4.5), введемо функцiї

ρ(s) =

+∞∫
0

e−suR(u)du

(перетворення Лапласа ймовiрностi банкрутства);

ϕ(s) =

+∞∫
0

e−sudF (u)

(перетворення Лапласа величини позову).
Функцiя ρ(s) визначена для s > −r. Дiйсно, з нерiвностi

Лундберга випливає спiввiдношення

ρ(s) =

+∞∫
0

e−suR(u)du ≤
+∞∫
0

e−sue−rudu =
1

s+ r
.

Отже,

ρ(s) ≤ 1
s+ r

для s > −r.

Обчислимо три iнтеграли:

+∞∫
0

e−suR
′
(u)du = −R(0) + sρ(s);

+∞∫
0

e−su(1− F (u))du =
−1
s

+∞∫
0

(1− F (u))d(e−su) =

=
(

1
−s

)(1− F (u))e−su
∣∣∣+∞
0

+

+∞∫
0

e−sudF (u)

 =

=
1
s
− 1
s
ϕ(s);
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+∞∫
0

e−su
u∫

0

R(u− x)dF (x)du =

=

+∞∫
0

e−su
+∞∫
x

R(u− x)dudF (x) =

=

+∞∫
0

dF (x)

+∞∫
x

R(u− x)e−sudu =

= e−sxesx
+∞∫
0

dF (x)

+∞∫
x

R(u− x)e−sudu =

=

+∞∫
0

e−sxdF (x)

+∞∫
x

e−s(u−x)R(u− x)du =

=

+∞∫
0

e−sxdF (x)

+∞∫
0

e−stR(t)dt = ϕ(s)ρ(s).

Тодi рiвняння (5.4.5) набуває такого вигляду:

−R(0) + sρ(s) =
λ

c
ρ(s)− λ

c
ϕ(s)ρ(s)− λ

c

1− ϕ(s)
s

,

звiдси (
s− λ

c
+
λ

c
ϕ(s)

)
ρ(s) = R(0)− λ

c

1− ϕ(s)
s

,

ρ(s) =
R(0)− λ(1− ϕ(s))/(cs)

s− λ(1− ϕ(s))/c
. (5.4.6)

Одержали перетворення Лапласа ймовiрностi банкрутства.
При s = 0 знаменник дробу дорiвнює 0:

s− λ

c
(1− ϕ(s)) = −λ

c
(1− ϕ(0)) = 0,

138



тодi як ρ(0) < ∞ (за нерiвнiстю Лундберга ρ(s) < ∞ при
s > −r), тому чисельник дробу має дорiвнювати 0 при s = 0.
Звiдси знаходимо R(0):

R(0) = lim
s→0

λ

c

1− ϕ(s)
s

= −λ
c
ϕ
′
(0) =

λ

c
m.

Оскiльки
c = (1 + θ)λm,

то
R(0) =

1
1 + θ

.

Тому рiвнiсть (5.4.6) можна переписати так:

ρ(s) =
R(0)cs− λ(1− ϕ(s))
cs2 − csλ(1− ϕ(s))/c

=
R(0)cs− λ+ λϕ(s)
s(cs− λ+ λϕ(s))

=

=
R(0)cs/λ− 1 + ϕ(s)
s (cs/λ− 1 + ϕ(s))

=

=
1− ϕ(s)−R(0)cs/λ
s (1− ϕ(s)− cs/λ)

=
1− ϕ(s)−ms

s(1− ϕ(s)− (1 + θ)ms)
.

ρ(s) =
1− ϕ(s)−ms

s(1− ϕ(s)− (1 + θ)ms)
. (5.4.7)

Остання формула дає явний вираз для ймовiрностi банкрут-
ства в термiнах перетворення Лапласа.

Для величини позову з даним розподiлом можна в явному
виглядi знайти функцiю ϕ(s), а також i функцiю ρ(s).

За виразом для ρ(s) можна знайти (аналiтично або число-
вим методом) обернене перетворення Лапласа вiд ρ(s), а також
у явному виглядi залежнiсть ймовiрностi банкрутства R(u) вiд
величини початкового резерву u.

Приклад 5.4.1. Знайти характеристичний коефiцiєнт,
якщо розподiл величин позовiв є експоненцiальним з параме-
тром λ = 1/m. Вiдносна страхова надбавка θ вiдома.

Ро з в ’ я з а н н я. Перетворення Лапласа величини позову до-
рiвнює

ϕ(s) =

∞∫
0

e−sxλe−λxdx =
λ

λ+ s
, s > −λ.
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Генератрисою моментiв є

ψ(z) = ϕ(−z) =
λ

λ− z
=

1
1−mz

, z < λ.

Характеристичне рiвняння має вигляд

1
1−mz

= 1 + (1 + θ)zm.

Рiвняння має єдиний додатний розв’язок r = θ
(1 + θ)m , який i є

характеристичним коефiцiєнтом.

Приклад 5.4.2. Визначити ймовiрнiсть банкрутства
R(u), якщо величина позову має експоненцiальний розподiл з
параметром λ = 1/m. Вiдносна страхова надбавка θ вiдома.

Ро з в ’ я з а н н я . Перетворення Лапласа величини позову до-
рiвнює

ϕ(s) =

∞∫
0

e−sxλe−λxdx =
λ

λ+ s
=

1
1 +ms

.

Згiдно з рiвнiстю (5.4.7) перетворенням Лапласа ймовiрностi
банкрутства є

ρ(s) =
1− ϕ(s)−ms

s(1− ϕ(s)− (1 + θ)ms)
=
m

θ
·

θ
(1+θ)m

θ
(1+θ)m + s

.

Оскiльки дрiб вигляду b/(b + s) є перетворенням Лапласа екс-
поненцiального розподiлу з параметром b, то R(u) = 1

1 + θ
e−ru,

де r = θ
(1 + θ)m .

Приклад 5.4.3. Iнтенсивнiсть надходження позовiв
λ = 5, швидкiсть надходження премiй c = 1, а величина по-
зову, що надходить, з iмовiрнiстю 1/10 має експоненцiальний
розподiл iз середнiм m1 = 1/2 та ймовiрнiстю 9/10 — експонен-
цiальний розподiл iз середнiм m2 = 1/10. Знайти залежнiсть
iмовiрностi банкрутства R(u) вiд величини початкових резер-
вiв u. Обчислити вiдносну похибку вiд замiни ймовiрностi бан-
крутства R(u) оцiнкою Лундберга, асимптотикою Крамера–
Лундберга.
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Ро з в ’ я з а н н я. Щiльнiсть величини позову f(x) є сумiшшю
з вагами 1/10 та 9/10 щiльностей вiдповiдних експоненцiальних
розподiлiв:

f(x) =

{
0, x ≤ 0,

1
10 · 2e

−2x + 9
10 · 10e−10x, x > 0.

Перетворення Лапласа ϕ(s) величини позову є

ϕ(s) =
1
10
· 2
s+ 2

+
9
10
· 10
s+ 10

=
2(23s+ 50)

5(s+ 2)(s+ 10)
.

Середнє значення величини позову дорiвнює

m =
1
10
m1 +

9
10
m2 =

7
50
.

Вiдносна страхова надбавка знаходиться з умови c = (1 + θ)λm,
тобто

θ =
c

λm
− 1 =

3
7
.

Тодi перетворення Лапласа ймовiрностi банкрутства

ρ(s) =
1− ϕ(s)−ms

s(1− ϕ(s)− (1 + θ)ms)
=

=
1− 2(23s+ 50)

5(s+ 2)(s+ 10) −
7
50s

s

(
1− 2(23s+ 50)

5(s+ 2)(s+ 10) −
(

1 + 3
7

)
7
50s
) =

=
4

150
· 6
s+ 6

+
27
50
· 1
s+ 1

.

Оскiльки функцiя g(s) = a/(a + s) (де s > −a) є перетворе-
нням Лапласа функцiї

p(u) =
{

0, u ≤ 0,
ae−au, u > 0,

то оберненням перетворення Лапласа знаходимо залежнiсть
ймовiрностi банкрутства R(u) вiд величини капiталу u:

R(u) =
4
25
· e−6u +

27
50
· e−u.
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Тепер обчислимо вiдносну похибку вiд замiни ймовiрностi
банкрутства R(u) оцiнкою Лундберга.

Перетворення Лапласа величини позову

ϕ(s) =
1
10
· 2
s+ 2

+
9
10
· 10
s+ 10

визначене для s > −2. Тому генератриса моментiв ψ(z) визна-
чена для z < 2 i дорiвнює

ψ(z) = ϕ(−z) =
2(−23z + 50)

5(−z + 2)(−z + 10)
=

−46z + 100
5(z2 − 12z + 20)

.

Характеристичний коефiцiєнт r є додатним розв’язком рiвнян-
ня:

−46z + 100
5(z2 − 12z + 20)

= 1 +
(

1 +
3
7

)
7
50
z.

Рiвняння має три коренi: z0 = 0, z1 = 1, z2 = 6. Оскiльки ге-
нератриса моментiв ψ(z) визначена для z < 2, то рiвняння має
єдиний додатний розв’язок r = 1. Це i є характеристичний кое-
фiцiєнт.

Отже, нерiвнiсть Лундберга набуває вигляду

R(u) =
4
25
· e−6u +

27
50
· e−u ≤ e−u.

Тому вiдносна похибка вiд замiни ймовiрностi банкрутства R(u)
оцiнкою Лундберга дорiвнює

|R(u)− e−ru|
e−ru

=
23
50
− 4e−5u

25
.

Пiдрахуємо вiдносну похибку вiд замiни ймовiрностi бан-
крутства R(u) оцiнкою Лундберга для ймовiрностi банкрутства
α = 0, 05.

Точна формула

4
25
· e−6u +

27
50
· e−u = 0, 05

дає u ≈ 2, 3795482, а з оцiнки Лундберга

e−u = 0, 05
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одержуємо u ≈ 2, 9957323. Отже, вiдносна похибка дорiвнює
|2, 3795482− 2, 9957323| /2, 9957323 ≈ 0, 21.

Тепер обчислимо вiдносну похибку вiд замiни ймовiрностi
банкрутства R(u) асимптотикою Крамера–Лундберга. Для цьо-
го знайдемо похiдну генератриси моментiв ψ(z):

ψ′(z) =
2(23z2 − 100z + 140)

5(z − 2)2(z − 10)2
.

Зокрема,

ψ′(r) = ψ′(1) =
14
45
.

Отже, асимптотика Крамера–Лундберга має вигляд

R(u) ∼ θm

ψ′(r)− (1 + θ)m
e−ru =

27
50
e−u.

Вiдносна похибка вiд замiни ймовiрностi банкрутства R(u)
асимптотикою Лундберга дорiвнює

|R(u)− 27e−u/50|
27e−u/50

=
8e−5u

27
.

Для α = 0, 05 точна формула дає u = 2, 3795482, а асимптотика
Крамера–Лундберга — u ≈ 2, 3795461. Отже, вiдносна похибка
дорiвнює

|2, 3795482− 2, 3795461|
2, 3795461

≈ 9 · 10−7.

5.5. Задачi

5.1. Початковий капiтал страхової компанiї u0 дорiвнює 1.
Портфель договорiв може призвести до одного страхового ви-
падку, а може й не призвести до нього. Вiдомо, що величина
дiйсно поданого позову дорiвнює 5, а ймовiрнiсть подiї “вiдбув-
ся страховий випадок” — 1/3. Час надходження дiйсно поданого
позову задається щiльнiстю

f(t) = 2t−3, t > 1.
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Швидкiсть надходження премiй — 3. Обчислити ймовiрнiсть
банкрутства компанiї.

5.2. Початковий капiтал страхової компанiї u0 дорiвнює 60.
Портфель договорiв може призвести до одного страхового ви-
падку, а може й не призвести до нього. Вiдомо, що величина
дiйсно поданого позову набуває значень 100 та 200 з iмовiрно-
стями 0,6 та 0,4 вiдповiдно. Iмовiрнiсть того, що дiйсно поданий
позов не надiйде до моменту часу t дорiвнює 1/(1+t). Швидкiсть
надходження премiй — 20. Обчислити ймовiрнiсть банкрутства
компанiї.

5.3. Початковий капiтал страхової компанiї u0 дорiвнює 1.
Величини Y1, Y2, . . . послiдовних позовiв вважатимемо незалеж-
ними й рiвномiрно розподiленими на [0, 10]. У кожен момент
часу 1, 2, . . . висувається точно один позов. Вiдносна страхова
надбавка θ = 0, 2. Обчислити ймовiрнiсть банкрутства компанiї
в момент 2.

5.4. Величина позову, що надходить до страхової компанiї,
має розподiл P{X = 1} = 1/4, P{X = 2} = 3/4. Обчислити вiд-
носну страхову надбавку θ, якщо характеристичний коефiцiєнт
r = ln 2.

5.5. Величина позову, що надходить до страхової компанiї,
має експоненцiальний розподiл з параметром λ = 3. Обчислити
вiдносну страхову надбавку θ, якщо характеристичний коефiцi-
єнт r = 1.

5.6. Процес надходження позовiв є пуассоновим з постiйною
величиною дiйсно поданих позовiв. Iнтенсивнiсть процесу позо-
вiв λ = 5. Швидкiсть надходження премiй c = 50. Характери-
стичний коефiцiєнт дорiвнює 0,85. Обчислити величину дiйсно
поданого позову.

5.7. Процес надходження позовiв є пуассоновим, при цьому
дiйсно поданi позови набувають значень 1, 2 або 3 з однаковою
iмовiрнiстю. Iнтенсивнiсть процесу позовiв λ = 2. Обчислити
швидкiсть надходження премiй, яка б забезпечувала характе-
ристичний коефiцiєнт 1/2.

5.8. Залежнiсть iмовiрностi банкрутства R(u) вiд величини
початкових резервiв u визначається рiвнiстю

R(u) = 0, 3e−2u + 0, 2e−4u + 0, 1e−7u, u ≥ 0.

Обчислити вiдносну страхову надбавку θ.
5.9. Процес надходження позовiв є пуассоновим з експонен-

цiально розподiленими величинами дiйсно поданих позовiв. Вi-
домо, що ймовiрнiсть банкрутства при початковому капiталi
страхової компанiї u0 = 50 дорiвнює 0,01. Вiдносна страхова
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надбавка θ = 0, 25. Швидкiсть надходження премiй c = 5. Об-
числити iнтенсивнiсть λ процесу позовiв.

5.10. Iнтенсивнiсть надходження позовiв λ = 2, швидкiсть
надходження премiй c = 1. Величина позову, що надходить, з
iмовiрнiстю 1/4 має експоненцiальний розподiл iз середнiм 1/2,
а з iмовiрнiстю 3/4 — експоненцiальний розподiл iз середнiм 1/4.
Знайти характеристичний коефiцiєнт r.

5.11. Iнтенсивнiсть надходження позовiв λ = 3, швидкiсть
надходження премiй c = 1, а позов, який надходить, з iмовiр-
нiстю 1/9 має експоненцiальний розподiл iз середнiм 1/3, а з
iмовiрнiстю 8/9 — експоненцiальний розподiл iз середнiм 1/6.
Знайти залежнiсть iмовiрностi банкрутства R(u) вiд величини
початкових резервiв u. Обчислити вiдносну похибку вiд замiни
ймовiрностi банкрутства R(u) оцiнкою Лундберга, асимптоти-
кою Крамера–Лундберга.

5.12. Iнтенсивнiсть надходження позовiв λ = 3, швидкiсть
надходження премiй c = 1. Величина позову, що надходить до
страхової компанiї, з iмовiрнiстю 1/2 має експоненцiальний роз-
подiл з параметром λ1 = 3 i з iмовiрнiстю 1/2 — експоненцi-
альний розподiл з параметром λ2 = 7. Знайти залежнiсть iмо-
вiрностi банкрутства R(u) вiд величини початкових резервiв u.
Обчислити вiдносну похибку вiд замiни R(u) оцiнкою Лундбер-
га, асимптотикою Крамера–Лундберга.

5.13. Iнтенсивнiсть надходження позовiв λ = 1, швидкiсть
надходження премiй c = 5. Величина позову, що надходить, має
гамма-розподiл з параметрами α = 2, β = 3/4. Знайти зале-
жнiсть iмовiрностi банкрутства R(u) вiд величини початкових
резервiв u.

5.14. Iнтенсивнiсть надходження позовiв λ = 2, швидкiсть
надходження премiй c = 9. Величина позову, що надходить, має
гамма-розподiл з параметрами α = 2, β = 5/6. Знайти зале-
жнiсть iмовiрностi банкрутства R(u) вiд величини початкових
резервiв u.
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Роздiл 6

Вказiвки до розв’язування
задач, вiдповiдi

6.1. До роздiлу 1

1.1. MX = 250, DX = 2, 5 · 107.
1.2. MX = 450 грн, DX = 1, 45 · 108.
1.3.

P{|Y −MY | <
√
DY } = P{|Y − 55| <

√
475} = P{Y = 40}+

+P{Y = 50}+ P{Y = 60}+ P{Y = 70} = 0, 45.

1.4.

MY =

a∫
0

xf(x)dx =

a∫
0

x

a
dx =

a

2
.

MY 2 =

a∫
0

x2f(x)dx =

a∫
0

x2

a
dx =

a2

3
.

DY = MY 2 − (MY )2 =
a2

12
.

MX = MY P{I = 1} = 0, 01 a.
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DX = DY P{I = 1}+ (MY )2P{I = 1}P{I = 0} =
a2

12
· 0, 0248.

1.5. MX = 300, DX = 1, 2 · 109.
1.6. Вiдомо, що

MY P{I = 1} = 2,

DY P{I = 1}+ (MY )2P{I = 1}P{I = 0} = 30,

DY = 16.

Розв’язуючи систему рiвнянь вiдносно P{I = 1}, знаходимо
P{I = 1} = 1/8. Тодi MY = 16.

1.7. Нехай I — iндикатор подiї “на складi вiдбулася пожежа”.
Тодi розподiлом I є

0 1
0,9 0,1

Розподiлом Y є

500 1000 10000 50000 100000
0,6 0,3 0,08 0,01 0,01

Середня величина iндивiдуального позову за договором
MX = 290. Вiдомо, що MX = MY P{I = 1}, звiдки
MY = 2 900.

1.8. а) g(z) = 1
4(1 + z)2 = 1

4z
0 + 1

2z
1 + 1

4z
2.

g(z) — генератриса розподiлу(
0 1 2

1/4 1/2 1/4

)
.

б) g(z) = p(1− qz)−1 = p
∞∑
k=0

(qz)k =
∞∑
k=0

p(1− p)kzk.

g(z) — генератриса геометричного розподiлу з параметром p;

в) g(z) = exp{λ(z − 1)} =
∞∑
k=0

λk

k! z
k.

g(z) — генератриса експоненцiального розподiлу з параме-
тром λ;

г) g(z) = (p+ qz)n =
n∑
k=0

Ckn(qz)kpn−k.

g(z) — генератриса бiномного розподiлу з параметрами n, q;
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д) g(z) = 1 + 1− z
z ln(1− z) = 1 + 1

z ln(1− z)− ln(1− z) =

= 1− 1
z

∞∑
n=1

zn

n
+
∞∑
n=1

zn

n
=
∞∑
n=1

(
1
n
− 1
n+ 1

)
zn.

g(z) — генератриса розподiлу(
1 2 3 . . . n . . .
1
2

1
6

1
12 . . . 1

n −
1

n+ 1 . . .

)
.

1.9. Шукану ймовiрнiсть P{200 < Y < 500} можна подати у
виглядi

P{200 < Y < 500} = P{ln 200 < Z < ln 500} =

= P

(
ln 200−MZ√

DZ
<
Z −MZ√

DZ
<

ln 500−MZ√
DZ

)
=

= N0;1

(
ln 500−MZ√

DZ

)
−N0;1

(
ln 200−MZ√

DZ

)
= 0, 263.

1.10. Константу C знайдемо з умови
+∞∫
0

C

(1 + x)4
dx = 1.

Щiльнiсть дорiвнює f(x) = 3/(1 +x)4, x > 0. Звiдси MY = 1/2.
1.11. Обчислимо додаткову функцiю розподiлу 1 випадкової

величини Y . При 0 < x < 1

1− F (x) =

1∫
x

f(t)dt =

1∫
x

k(1− t)4dt = k(1− x)5/5.

Вiдомо, що F (0) = 0, тодi значення параметра k дорiвнює 5.
Додаткова функцiя розподiлу має вигляд

1− F (x) =


1, якщо x ≤ 0;

(1− x)5, якщо x ∈ (0, 1);
0, якщо x ≥ 1.

1Додатковою функцiєю розподiлу для функцiї розподiлу F (x) називає-
ться функцiя G(x) = 1− F (x).
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Шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P{Z > 40000 |Z > 10000} = P{Y > 0, 4 |Y > 0, 1} =

=
P{Y > 0, 4, Y > 0, 1}

P{Y > 0, 1}
=
P{Y > 0, 4}
P{Y > 0, 1}

=

=
1− F (0, 4)
1− F (0, 1)

= 32/243.

1.12. Обчислимо додаткову функцiю розподiлу випадкової
величини Y . При 0 < x < 20

1− F (x) =

20∫
x

f(t)dt =

20∫
x

0, 005(20− t)dt =

= 0, 005 (200− 20x+ x2/2).

При x ≤ 0 1 − F (x) = 1, а при x ≥ 20 1 − F (x) = 0. Шукана
ймовiрнiсть дорiвнює

P{Y > 16|Y > 8} =
1− F (16)
1− F (8)

= 1/9.

1.13. Параметр λ експоненцiального розподiлу дорiвнює
1/MT = 1/10. Згiдно з договором iндивiдуальний позов X до
компанiї можна подати у виглядi

X =

 x, якщо T ≤ 1;
0, 5x, якщо 1 < T < 3;

0, якщо T ≥ 3.

Тодi

MX = xP{T ≤ 1}+ 0, 5xP{1 < T < 3} =

= x(1− exp(−λ)) + 0, 5x(exp(−λ)− exp(−3λ)) =

= 0, 5x(2− exp(−λ)− exp(−3λ)).

Звiдси знаходимо страхову суму x:

x =
2MX

2− exp(−λ)− exp(−3λ)
= 5644, 23.
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1.14. Нехай Y1, Y2, Y3 — рiчнi збитки вiд штормiв, пожеж та
розкрадання майна вiдповiдно, U = max{Y1, Y2, Y3}. Тодi

P{U > 3} = 1− P{U ≤ 3} = 1− P{Y1 ≤ 3, Y2 ≤ 3, Y3 ≤ 3} =

= 1− P{Y1 ≤ 3}P{Y2 ≤ 3}P{Y3 ≤ 3} =

= 1− (1− exp(−3))(1− exp(−2))(1− exp(−5/4)) = 0, 414.

1.16. Застосуємо формулу повної iмовiрностi, розглянувши
як повну групу подiї {ν = n}, n = 1, 2, . . .

P{max{Y1, . . . , Yν} < x} =

=
∞∑
n=1

P{max{Y1, . . . , Yn} < x}P{ν = n} =

=
∞∑
n=1

(F (x))nP{ν = n} = g(F (x)).

P{min{Y1, . . . , Yν} < x} =

=
∞∑
n=1

P{min{Y1, . . . , Yn} < x}P{ν = n} =

=
∞∑
n=1

(1− (1− F (x))n)P{ν = n} =

=
∞∑
n=1

P{ν = n} −
∞∑
n=1

(1− F (x))nP{ν = n} = 1− g(1− F (x)).

1.17. π(g(z)).
1.18. e−sbϕ(sa).
1.19. Нехай F1(x), F2(x), . . . — функцiї розподiлу, якi вiдпо-

вiдають ϕ1(s), ϕ2(s), . . . Тодi перетворення Лапласа функцiї роз-

подiлу F (x) =
∞∑
k=1

akFk(x) дорiвнює
∞∑
k=1

akϕk(s). Дiйсно,

∞∫
0

e−sxF (dx) =

∞∫
0

e−sxd

( ∞∑
k=1

akFk(x)

)
=
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=
∞∑
k=1

ak

 ∞∫
0

e−sxFk(dx)

 =
∞∑
k=1

akϕk(s) = ϕ(s).

1.20. π(ϕ(s)).
1.21. а) Атомiчний розподiл, зосереджений у точцi a; б) екс-

поненцiальний розподiл з параметром λ; в) гамма-розподiл з па-
раметрами β, α; г) розподiл Пуассона з параметром λ; д) геоме-
тричний розподiл з параметром q.

1.24. Знайдемо функцiю розподiлу FX(x) випадкової вели-
чини X за допомогою формули повної iмовiрностi.

Очевидно, для x < 0

FX(x) = P{IY < x} = 0.

Для x ∈ (0, L]

FX(x) = P{I = 1}P{IY < x|I = 1}+P{I = 0}P{IY < x|I = 0} =

= 0, 9 + 0, 1
(

1− e−λx
)

= 1− 0, 1e−λx.

Для x > L маємо

FX(x) = 1 · 0, 9 + 1 · 0, 1 = 1.

Таким чином,

FX(x) =

 0, x ≤ 0;
1− 0, 1e−λx, 0 < x ≤ L;

1, x > L.

Враховуючи, що випадкова величина Y має єдиний атом з
масою e−λL у точцi L, маємо:

MY = Le−λL +

L∫
0

xλe−λxdx = (1− e−λL)/λ;

MY 2 = L2e−λL +

L∫
0

x2λe−λxdx =
2
λ2

(1− e−λL)− 2L
λ
e−λL;
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DY = MY 2 − (MY )2 =
1− 2λLe−λL − e−2λL

λ2
.

1.25. Необхiдно знайти таку межу d, щоб MY = 0, 25MZ,
де Y — величина дiйсно поданого позову, Z — дiйсно зазнанi
втрати клiєнта. Умову договору страхування можна записати
так:

Y =
{

0, якщо Z ≤ d;
Z − d, якщо Z > d,

або
Y = (Z − d)+ = max{0, Z − d}.

Межа d повинна бути менша за 1 000, у супротивному разi стра-
хова компанiя позов не приймає. Тому математичне сподiвання
величини X дорiвнює

MY =

1000∫
d

(x− d)fZ(x)dx =

1000∫
d

x− d
1000

dx = 500− d+
d2

2000
.

Зазначимо, що MZ = 500. Розв’язуючи рiвняння
MY = 0, 25MZ вiдносно d маємо d1 = 1500, d2 = 500. Оскiльки
d1 > 1000, то шуканим значенням межi d є 500.

1.26. P{X > 0} = 0, 1 · exp{−1/5};

fY (x) =

{
1

3000 exp{−x/3000}, x > 0;
0, x ≤ 0.

1.27. Константа K знаходиться з умови∑
n

P{Z = n} = 1,

або, що те саме,

K +
K

2
+
K

3
+
K

4
+
K

5
= 1

i дорiвнює 60/137. Нехай

Y = (Z − d)+ = max{0, Z − d}
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— величина дiйсно поданого позову клiєнтом до компанiї. Тодi
середнє значення величини Y дорiвнює

MY =
5∑

n=3

(n− 2)P{Z = n} =

= 1 · P{Z = 3}+ 2 · P{Z = 4}+ 3 · P{Z = 5} = 86/137.

А середня величина iндивiдуального позову X до компанiї до-
рiвнює

MX = MY P{I = 1} = 43/1370.

1.28. Нехай Z — вартiсть ремонту пiсля аварiї, Y — величина
дiйсно поданого позову до страхової компанiї. Умову договору
страхування можна записати так:

Y =
{

0, якщо Z ≤ 250;
Z − 250, якщо Z > 250,

або
Y = (Z − 250)+ = max{0, Z − 250}.

Середнє значення величини Y дорiвнює

MY =

1500∫
250

(x− 250)fZ(x)dx =

1500∫
250

x− 250
1500

dx = 55/6.

Другий момент величини Y дорiвнює

MY 2 =

1500∫
250

(x− 250)2fZ(x)dx =

1500∫
250

(x− 250)2

1500
dx = 2 · 59/9.

Дисперсiя DY = 59/12, стандартне вiдхилення
√
DY = 55/

√
60.

1.29. Функцiя розподiлу випадкової величини Z знаходиться
за щiльнiстю, а саме:

F (x) =

x∫
0

c exp{−0, 004t}dt = 250c(1− exp{−0, 004x}), x ≥ 0.
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Оскiльки F (+∞) = 1, то звiдси константа c = 0, 004. Отже,
F (x) = 1 − exp{−0, 004x}, x ≥ 0. Позначимо через Y величину
дiйсно поданого позову. За умовами договору

Y = min{Z, 250} =
{

Z, якщо Z ≤ 250;
250, якщо Z > 250.

Функцiя розподiлу випадкової величини Y дорiвнює

FY (x) =

 0, якщо x ≤ 0;
1− exp{−0, 004x}, якщо 0 < x ≤ 250;

1, якщо x > 250.

Далi, оскiльки FY (0) = 0, FY (250) = 1 − exp{−1}, на про-
мiжку [0;250] функцiя FY (x) монотонно зростає, то рiвняння
FY (x) = 1/2 має єдиний корiнь x = 250 ln 2, який i є медiаною
розподiлу величини дiйсно поданого позову Y .

1.30. Позначимо через Z величину дiйсно зазнаних збиткiв,
тодi Y = min{Z, 1000} — величина дiйсно поданого позову до
страхової компанiї. Оскiльки

P{Y > x} =
{

0, якщо x ≥ 1000;
1− F (x), якщо x < 1000,

то середня величина дiйсно поданого позову дорiвнює

MY =

+∞∫
0

P{Y > x}dx =

1000∫
0

(1− F (x))dx =

=

1000∫
0

(0, 8 exp{−0, 02x}+ 0, 2 exp{−0, 001x})dx =

= 40 · (1− exp{−20}) + 200 · (1− exp{−1}).
1.31. Вiзьмемо за одиницю 1 млн доларiв. Нехай Y — вели-

чина виплат страхової компанiї за договором (у млн доларiв).
За умовами договору

Y = min{Z, 1} =
{
Z, якщо Z ≤ 1;
1, якщо Z > 1.
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Середнє значення випадкової величини Y дорiвнює

MY =

+∞∫
0

min{x, 1}fZ(x)dx =

=

1∫
0

xfZ(x)dx+

+∞∫
1

fZ(x)dx =

=

1∫
0

x
x(4− x)

9
dx+

3∫
1

x(4− x)
9

dx = 101/108.

1.32.

qk =
α(α− 1) . . . (α+ k − 1)

k!

(
β

β + 1

)α( 1
β + 1

)k
, k = 0, 1, . . .

6.2. До роздiлу 2

2.1. Шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P{ν ≥ 1|ν ≤ 4} =
P{1 ≤ ν ≤ 4}
P{ν ≤ 4}

,

де
P{1 ≤ ν ≤ 4} = P{ν = 1}+ P{ν = 2}+ P{ν = 3}+

+P{ν = 4} = 1/3,

P{ν ≤ 4} = P{ν = 0}+ P{ν = 1}+ P{ν = 2}+
+P{ν = 3}+ P{ν = 4} = 5/6,

отже, P{ν ≥ 1|ν ≤ 4} = 2/5.
2.2. Нехай ν1 та ν2 — число позовiв, поданих протягом пер-

шого та другого тижнiв вiдповiдно. З огляду на незалежнiсть
цих випадкових величин розподiл суми ν1 + ν2 дорiвнює

P{ν1 + ν2 = n} =
n∑
k=0

P{ν1 = k}P{ν2 = n− k} =

155

=
n∑
k=0

1
2k+1

1
2n−k+1

=
n+ 1
2n+2

,

тому P{ν1 + ν2 = 7} = 1/26.
2.3. Розглянемо подiї A — “за договором 2 роки поспiль по-

дано 4 позови”, H1 — “договiр належить до групи iз середнiм
числом позовiв за рiк, що дорiвнює 2”, H2 — “договiр належить
до групи iз середнiм числом позовiв за рiк, що дорiвнює 4”. По-
дiї H1, H2 утворюють повну групу подiй. Згiдно з умовою за-
дачi P (H1) = 1/2, P (H2) = 1/2. Оскiльки число позовiв за рiк
має пуассонiв розподiл i числа позовiв, поданих у рiзнi роки,
незалежнi, то

P (A|H1) =
24

4!
e−2 · 24

4!
e−2 =

4
9
e−4,

P (A|H2) =
44

4!
e−4 · 44

4!
e−4 =

1024
9

e−8.

Тодi за формулами Байєса ймовiрнiсть того, що навмання
обраний договiр належить до першої групi договорiв дорiвнює

P (H1|A) =
P (A|H1)P (H1)

P (A|H1)P (H1) + P (A|H2)P (H2)
≈ 0, 17578,

а ймовiрнiсть того, що навмання обраний договiр належить до
другої групи —

P (H2|A) = 1− P (H1|A) ≈ 0, 82422.

Згiдно з умовою задачi середнє число очiкуваних позовiв у на-
ступному роцi дорiвнює 2, якщо договiр належить до першої
групи, i дорiвнює 4, якщо договiр належить до другої групи. То-
му очiкуване число позовiв за договором, який 2 роки поспiль
призводив до 4 страхових випадкiв, вiдповiдно до формули пов-
ного математичного сподiвання дорiвнює

2 · 0, 17578 + 4 · 0, 82422 = 3, 64844.

2.4. Позначимо через ν число ураганiв за N = 20 рокiв. Роз-
глянемо iндикатори I1, ..., IN , де

Ij =
{

1, якщо в j-му роцi трапився ураган;
0, якщо в j-му роцi урагану не було,
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iншими словами, Ij — число ураганiв в j-му роцi. Випадковi
величини I1, ..., IN незалежнi й однаково розподiленi

P{Ij = 1} = 0, 05, P{Ij = 0} = 0, 95.

Число ураганiв ν можна подати у виглядi суми ν = I1 + ...+ IN .
Величина ν має бiномний розподiл з параметрами (20; 0,05). Тодi
шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P{ν < 3} = P{ν = 0}+ P{ν = 1}+ P{ν = 2} =

= C0
20(0, 05)00, 9520+C1

20(0, 05)10, 9519+C2
20(0, 05)20, 9518 = 0, 9246.

2.5. Нехай ν — число поданих позовiв за одним договором.
Тодi

P{ν = n} =
λn

n!
e−λ, n = 0, 1, . . .

Актуарiй вважає, що

P{ν = 2} = 3 · P{ν = 4}.

Звiдси λ = 2, а отже, Dν = 2.
2.6. Нехай νi — число позовiв, поданих за i-м догово-

ром протягом року, N = 1250 — загальне число договорiв,
S = ν1 + ν2 + ... + νN — загальне число позовiв, поданих за
портфелем договорiв за рiк (S можна вважати нормально роз-
подiленою випадковою величиною). Оскiльки випадковi величи-
ни νi незалежнi й мають пуассонiв розподiл iз середнiм λ = 2,
то Mνi = 2, Dνi = 2. Отже,

MS = N ·Mνi = 1250 · 2 = 2500,

DS = N ·Dνi = 1250 · 2 = 2500.

Шукана ймовiрнiсть P{2450 < S < 2600} дорiвнює

P{2450 < S < 2600} =

= P

(
2450−MS√

DS
<
S −MS√

DS
<

2600−MS√
DS

)
=

= P

(
−1 <

S −MS√
DS

< 2
)
≈ N0,1(2)−N0,1(−1) = 0, 8186.
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2.7. Розподiл числа позовiв ν знаходимо як сумiш пуассоно-
вих розподiлiв

πk =

+∞∫
0

yk

k!
e−yf(y)dy, k = 0, 1, 2, ...

де f(y) = 1/5, якщо y ∈ [0, 5], i f(y) = 0, якщо y /∈ [0, 5]. Маємо

π0 =
1
5

5∫
0

e−ydy =
1− e−5

5
,

π1 =
1
5

5∫
0

ye−ydy =
1− 6e−5

5
.

Тодi шукана ймовiрнiсть P{ν ≥ 2} дорiвнює

P{ν ≥ 2} = 1−P{ν = 0}−P{ν = 1} = 1−π0−π1 = (3+7e−5)/5.

2.8. У разi гамма-розподiлу параметра λ сумiш пуассонових
розподiлiв є вiд’ємним бiномним розподiлом

πi =
α(α+ 1) . . . (α+ i− 1)

i!
pαqi, i = 0, 1, . . .

з параметрами p = β/(β + 1) та α (α>0), p+ q = 1.
Середнє значення та дисперсiя гамма-розподiлу дорiвнюють

α

β
= 1,

α

β2
= 2,

звiдки α = 1/2, β = 1/2. Тодi p = 1/3, q = 2/3. Отже,

P{ν = 1} = π1 = αpαq =
1

3
√

3
.

2.11. Моменти закiнчення обробки заяв утворюють пуассо-
нiв процес з iнтенсивнiстю λ = 0, 2 заяви за 1 хв. Тому ν(t)
— число подiй цього потоку за фiксований промiжок часу t
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має пуассонiв розподiл з параметром λt. Шукана ймовiрнiсть
P{ν(10) ≥ 2} може бути подана у виглядi

1− P{ν(10) = 0} − P{ν(10) = 1} = 1− e−2 − 2e−2 = 0, 5940.

2.12. НехайN — число договорiв з високим ступенем ризику,
Ti — промiжок часу вiд початку року до моменту надходження
позову за i-м договором. Тодi число договорiв, за якими подава-
тимуться позови протягом перших t днiв року, можна записати
у виглядi:

ν(t) = I{T1<t} + . . .+ I{TN<t}.

Частка таких договорiв серед усiєї сукупностi дорiвнює ν(t)/N ,
а середнє значення

M

(
ν(t)
N

)
=
Mν(t)
N

=
NP{Ti < t}

N
= P{Ti < t}.

Оскiльки випадковi величини Ti мають експоненцiальний роз-
подiл, то

M

(
ν(t)
N

)
= 1− e−λt.

За умовою задачi

M

(
ν(50)
N

)
= 0, 3.

Звiдси знаходимо параметр λ експоненцiального розподiлу:
λ = − ln(0, 7)/50. Тодi шукана величина дорiвнює

M

(
ν(80)
N

)
= 1− e−80λ = 0, 4348.

2.13. Точковою оцiнкою параметра λ є

λ̂ =
0 · 3288 + 1 · 642 + 2 · 66 + 3 · 4

4000
=

786
4000

= 0, 1965.

Загальне число позовiв ν серед договорiв портфеля є пуассоно-
вою випадковою величиною з параметром 4000λ. Оскiльки се-
реднє Mν = 4000 · 0, 1965 = 786 велике, то можна вважати, що
розподiл нормованої величини

ν −Mν√
Dν

=
ν − 4000λ√

4000λ
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має нормальний розподiл з параметрами (0,1). Тодi

P

{
−x0,975 <

ν − 4000λ√
4000λ

< x0,975

}
= 0, 95,

де x0,975 = 1, 96 — квантиль нормального розподiлу N0,1. Звiдси,
пiдставляючи ν = 786, знаходимо довiрчий iнтервал для пара-
метра λ:

P{0, 183 < λ < 0, 211} = 0, 95.

2.14. Гiпотеза про те, що серед поданих 1 000 позовiв до ком-
панiї не було випадкiв шахрайства, вiдхиляється на рiвнi значу-
щостi 0,005.

6.3. До роздiлу 3

3.1.

u R u R

0 0,5905 5 0,0043
1 0,3856 6 0,0005
2 0,1424 7 0,0001
3 0,0624 8 0
4 0,0143

3.2. Вiзьмемо 1 млн грн за одиницю вимiру гро-
шових сум. Позначимо через I1, I2 iндикатори по-
дiй “пожежа вiдбулася на i-му об’єктi”, i = 1, 2. Тодi
P{I1 = 1} = q1 = 0, 2, P{I1 = 0} = 1 − q1 = 0, 8,
P{I2 = 1} = q2 = 0, 1, P{I2 = 0} = 1 − q2 = 0, 9. Iндивiдуальнi
позови за договорами дорiвнюють X1 = I1Y1, X2 = I2Y2
вiдповiдно, при цьому подiї I1, I2 незалежнi.

Обчислимо ймовiрнiсть банкрутства R = P{X1 + X2 > u},
застосувавши формулу повної ймовiрностi. За повну групу подiй
розглянемо H1 = {I1 = 0, I2 = 0}, H2 = {I1 = 1, I2 = 0},
H3 = {I1 = 0, I2 = 1}, H4 = {I1 = 1, I2 = 1}.

Тодi

R = P{X1 +X2 > u} = P{X1 +X2 > u |H1}P{H1}+

+P{X1 +X2 > u |H2}P{H2}+ P{X1 +X2 > u |H3}P{H3}+

+P{X1 +X2 > u |H4}P{H4} =
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= P{I1Y1 + I2Y2 > u |I1 = 0, I2 = 0}(1− q1)(1− q2)+

+P{I1Y1 + I2Y2 > u |I1 = 1, I2 = 0}q1(1− q2)+

+P{I1Y1 + I2Y2 > u |I1 = 0, I2 = 1}(1− q1)q2+

+P{I1Y1 + I2Y2 > u |I1 = 1, I2 = 1}q1q2 =

= P{Y1 > u}q1(1−q2)+P{Y2 > u}(1−q1)q2 +P{Y1 +Y2 > u}q1q2.
(6.3.1)

Зазначимо, що

P{Y1 > u} = 1− P{Y1 < u} =

 1, якщо u ≤ 0,
1− u, якщо 0 < u ≤ 1,

0, якщо u > 1,

P{Y2 > u} = 1− P{Y2 < u} =

 1, якщо u ≤ 0,
1− u/2, якщо 0 < u ≤ 2,

0, якщо u > 2,

P{Y1 + Y2 > u} =

+∞∫
u

fY1+Y2(x)dx,

де щiльнiсть суми Y1 + Y2 знаходиться як згортка щiльностей:

fY1+Y2(x) =

+∞∫
−∞

fY1(x− y)fY2(y)dy =

=

x∫
x−2

fY1(t)dt =


0, якщо x < 0,
x/2, якщо 0 ≤ x < 1,
1/2, якщо 1 ≤ x < 2,

(3− x)/2, якщо 2 ≤ x < 3,
0, якщо x ≥ 3.

Тодi

P{Y1 + Y2 > u} =


1, якщо u ≤ 0,

1− u2/4, якщо 0 ≤ u < 1,
5/4− u/2, якщо 1 ≤ u < 2,
(3− u)2/4, якщо 2 ≤ u < 3,

0, якщо u ≥ 3.
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Згiдно з (6.3.1) iмовiрнiсть банкрутства дорiвнює

R(u) =


1, якщо u < 0,

0, 28− 0, 22u− 0, 005u2, якщо 0 ≤ u ≤ 106,
0, 105− 0, 05u, якщо 106 ≤ u ≤ 2 · 106,

0, 045− 0, 03u+ 0, 005u2, якщо 2 · 106 ≤ u ≤ 3 · 106,
0, якщо u ≥ 3 · 106.

3.3. Вiзьмемо величину 100$ за одиницю вимiру грошових
сум. Тодi iндивiдуальний позов Xi до компанiї застрахованого
першої групи має розподiл(

0 1
0, 98 0, 02

)
,

застрахованого другої групи —(
0 2

0, 98 0, 02

)
,

застрахованого третьої групи —(
0 1

0, 9 0, 1

)
,

застрахованого четвертої групи —(
0 2

0, 9 0, 1

)
,

при цьому MXi дорiвнює 0,02; 0,04; 0,1 та 0,2 у 1-й, 2-й, 3-й,
4-й групах вiдповiдно, DXi дорiвнює 0,0196; 0,0784; 0,09; 0,36 у
1-й, 2-й, 3-й, 4-й групах вiдповiдно. X1, X2, . . . , X1800 — незале-
жнi випадковi величини. Тодi математичне сподiвання MS та
дисперсiя DS сумарного позову S = X1 + X2 + . . . + X1800 до
компанiї дорiвнюють

MS = M(X1 +X2 + . . .+X1800) =

= 500 · 0, 02 + 500 · 0, 04 + 300 · 0, 1 + 500 · 0, 2 = 160,

DS = D(X1 +X2 + . . .+X1800) =

162



= 500 · 0, 0196 + 500 · 0, 0784 + 300 · 0, 09 + 500 · 0, 36 = 256.
Знайдемо величину капiталу компанiї, за якого ймовiрнiсть

банкрутства компанiї дорiвнює 0,05. Маємо

0, 05 = P{S > u} = 1−N0;1

(
u−MS√

DS

)
,

N0;1

(
u− 160√

256

)
= 0, 95,

звiдси
u− 160

16
= 1, 645.

Мiнiмальний капiтал компанiї має бути не менший u = 186, 32
або 18 632$.

3.4. Якщо страховi надбавки li за договорами пропорцiйнi
MXi, то p1 = 2, 33 $, p2 = 4, 66 $, p3 = 11, 65 $, p4 = 23, 29 $;
якщо страховi надбавки li за договорами пропорцiйнi дисперсi-
ям DXi, то p1 = 2, 20 $, p2 = 4, 81 $, p3 = 10, 93 $, p4 = 23, 70 $;
якщо страховi надбавки li за договорами пропорцiйнi середньо-
квадратичним вiдхиленням

√
DXi, то p1 = 2, 61 $, p2 = 5, 23 $,

p3 = 11, 32 $, p4 = 22, 63 $.
3.5. Обчислимо середнє та дисперсiю величини дiйсно пода-

ного позову Y :

MY =

L∫
0

xλe−λxdx+ Le−λL =
1− e−λL

λ
,

MY 2 =

L∫
0

x2λe−λxdx+ L2e−λL =
2
λ2

(1− e−λL)− 2L
λ
e−λL,

DY =
1− 2λLe−λL − e−2λL

λ2
.

Для першої групи клiєнтiв параметри λ = 1, L = 2, 5, тодi
MY = 0, 9179, DY = 0, 5828. Для другої групи клiєнтiв параме-
три λ = 2, L = 5, тодi MY = 0, 5, DY = 0, 2498.

Отже, середнє та дисперсiя iндивiдуального позову X до
компанiї дорiвнюють

MX = MY · P{I = 1},
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DX = DY · P{I = 1}+ (MY )2P{I = 1}P{I = 0}.
Для клiєнтiв першої групи маємо MX = 0, 09179,
DX = 0, 13411. Для клiєнтiв другої групи маємо
MX = 0, 025, DX = 0, 02436.

Математичне сподiванняMS та дисперсiя DS сумарного по-
зову S до компанiї дорiвнюють

MS = 500 · 0, 09179 + 2000 · 0, 025 = 95, 89,

DS = 500 · 0, 13411 + 2000 · 0, 02436 = 115, 78.

Знайдемо величину капiталу компанiї, за якого ймовiрнiсть бан-
крутства компанiї дорiвнює 0,05. Маємо

0, 05 = P (S > u) = 1−N0;1

(
u−MS√

DS

)
,

N0;1

(
u− 95, 89√

115, 78

)
= 0, 95,

звiдси
u− 95, 89√

115, 78
= 1, 645.

Мiнiмальний капiтал компанiї має бути не менший нiж
u = 113, 59.

3.6. Якщо страховi надбавки li за договорами пропорцiй-
нi MXi, то p1 = 0, 109 од., p2 = 0, 03 од.; якщо страховi на-
дбавки li за договорами пропорцiйнi дисперсiям DXi, то p1 =
= 0, 112 од., p2 = 0, 029 од.; якщо страховi надбавки li за дого-
ворами пропорцiйнi

√
DXi, то p1 = 0, 105 од., p2 = 0, 031 од.

3.7. Мiнiмальний капiтал компанiї має бути не менший нiж
1460,4487 або 14 604 487 грн.

3.8. Далi значення pi (i = 1, 2, . . . 5) наведенi в гривнях.
Якщо страховi надбавки li за договорами пропорцiйнi MXi, то
p1 = 110, 64, p2 = 442, 56, p3 = 995, 76, p4 = 2 766, p5 = 11 064;
якщо страховi надбавки li за договорами пропорцiйнi DXi,
то p1 = 101, 91, p2 = 415, 11, p3 = 950, 46, p4 = 2 728, 8,
p5 = 11 734, 03; якщо страховi надбавки li за договорами про-
порцiйнi

√
DXi, то p1 = 122, 58, p2 = 463, 53, p3 = 1 016, 12,

p4 = 2 747, 26, p5 = 10 680, 69.
3.9. Для розрахункiв зручно взяти 250 000 грн за одиницю

вимiру грошових сум.
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u R u R

0 0,7732 8 0,0238
1 0,7084 9 0,0082
2 0,5626 10 0,0052
3 0,379 11 0,0012
4 0,2566 12 0,0004
5 0,1414 13 0
6 0,0982
7 0,0418

3.10. Мiнiмальний капiтал компанiї має бути не менший нiж
u = 137 968, 6 $.

3.11.

P{S > 4} = 1−N0;1

(
4−MS√

DS

)
= 0, 0062.

3.12. Сумарнi виплати за портфелем договорiв дорiвнюють

S = X1 +X2 + . . .+XN ,

де Xk = Ik · Yk — величина iндивiдуального позову за k-м до-
говором, Ik — iндикатор подiї “вiдбувся страховий випадок за
k-м договором”, Yk — величина дiйсно поданого позову за k-м
договором.

Дисперсiя сумарних виплат дорiвнює

DS = DX1 +DX2 + . . .+DXN = 100 ·DX ′ + 200 ·DX ′′,

де DX ′, DX ′′ — дисперсiя страхової виплати за договором пер-
шого та другого виду вiдповiдно. Вiдомо, що для випадкової
величини X = IY

DX = DY P{I = 1}+ (MY )2P{I = 1}P{I = 0}.

Тодi DX ′ = 2567, DX ′′ = 1719, а отже, DS = 600 500.
3.13. Нехай SJ , SK , SL — сумарнi величини поданих позо-

вiв у мiстах J , K та L вiдповiдно, тодi S = SJ + SK + SL. За-
стосовуючи незалежнiсть доданкiв SJ , SK , SL, можна обчислити
генератрису нормованих моментiв випадкової величини S

ψS(z) = M exp{zS} = M exp{z(SJ + SK + SL)} =

= M exp{zSJ}M exp{zSK}M exp{zSL} = (1− 2z)−10.
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Розкладаємо функцiю ψS(z) = (1− 2z)−10 у ряд за степенями z:

ψS(z) =
1

(1− 2z)10
=
∞∑
n=0

10 · 11 · . . . · (9 + n)
n!

2nzn.

Звiдси маємо

MSn = 10 · 11 · . . . · (9 + n) · 2n.

Зокрема,
MS3 = 10 · 11 · 12 · 8 = 10560.

3.14. Сумарний позов до страхової компанiї

S = X1 +X2 + . . .+XN ,

де Xi — величина iндивiдуального позову за i-м договором
(i = 1, 2, . . . , N). Очевидно, що MXi = 103, DXi = 106, тодi
премiя p = MXi + 100 = 1100, а сумарна величина внесених
премiй Np = 100 · 1100 = 110000. Можна вважати, що випадко-
ва величина S як сума великого числа однаково розподiлених
доданкiв має нормальний розподiл, тодi шукана ймовiрнiсть

P (S > Np) = P

(
S −MS√

DS
>
Np−MS√

DS

)
=

= P

(
S −MS√

DS
> 1
)

= 1−N0,1(1) = 0, 1587.

3.15. Позначимо через N — число укладених договорiв,
Xi — iндивiдуальний позов за i-м договором (i = 1, 2, . . . , N),
S = X1 + X2 + . . . + XN — сумарний позов до страхової ком-
панiї. Вважатимемо, що премiя за одним договором дорiвнює
p = (1 + θ)MXi. Згiдно з умовою P {S < Np} = 0, 95. Але

P {S < Np} = P

(
S −MS√

DS
<
Np−MS√

DS

)
≈

≈ N0,1

(
Np−MS√

DS

)
= N0,1

(√
NθMXi√
DXi

)
.
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Шукане число договорiв знаходимо з рiвняння
√
NθMXi√
DXi

= x0,95,

де x0,95 = 1, 645 — 0,95-квантиль стандартного нормального роз-
подiлу,MXi = 60 000, DXi = 314·108. Число договорiв дорiвнює
590.

3.16. Загальна сума премiй за портфелем договорiв дорiвнює

MS + 1, 25
√
DS = N ·MX + 1, 25

√
NDX,

де X — величина iндивiдуального позову за одним договором.
Тодi премiя за одним договором

MX + 1, 25
√
DX√
N

= 350. (6.3.2)

Оскiльки
MX = P{I = 1}MY,

MX2 = P{I = 1}MY 2,

DX = MX2 − (MX)2,

де P{I = 1} = 1/2,

MY = 1000Me−0,05t = 1000 · (1− e−1),

MY 2 = (1000)2Me−0,1t = 106 · (1− e−2)/2,

то з рiвняння (6.3.2) знаходимо, що N = 158.

6.4. До роздiлу 4

4.1. а) Генератриса числа позовiв ν дорiвнює

π(z) = Mzν =
∞∑
n=1

(1− p)n−1pzn = zp

∞∑
n=1

((1− p)z)n−1 =

=
zp

1− z(1− p)
.
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Перетворення Лапласа величини позову має вигляд

ϕ(s) = Me−sYi =

∞∫
0

e−sxλe−λxdx =
λ

s+ λ
.

Згiдно з рiвнiстю (4.1.2) перетворення Лапласа Φ(s) сумарного
позову Sν дорiвнює

Φ(s) = π(ϕ(s)) =
ϕ(s)p

1− ϕ(s)(1− p)
=

λp

s+ λp
.

Функцiя Φ(s) = λp/(s+ λp) є перетворенням Лапласа експонен-
цiального розподiлу з параметром λp:

f(x) =
{

0, x < 0,
λpe−λpx, x ≥ 0.

Iмовiрнiсть банкрутства компанiї дорiвнює

R(u) =

+∞∫
u

f(x)dx = e−λpu.

4.2. Розподiл сумарного позову Sν дорiвнює

k P{Sν = k} k P{Sν = k}
0 0,1 5 0,095
1 0,15 6 0,0408
2 0,22 7 0,0126
3 0,215 8 0,0024
4 0,164 9 0,0002

Iмовiрнiсть банкрутства

R(u) = P{Sν > u} =
∞∑

k=u+1

P{Sν = k}.

Для u = 0, 1, . . . 9 маємо

u R(u) u R(u)

0 0,9 5 0,056
1 0,75 6 0,0152
2 0,53 7 0,0026
3 0,315 8 0,0002
4 0,151 9 0,0000
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4.3. Подiї {ν = n}, n = 0, 1, 2 утворюють повну групу подiй.
Згiдно з формулою повного математичного сподiвання маємо

M exp{Sν} =
2∑

n=0

M (exp{Y1 + Y2 + . . .+ Yν}|ν = n)P{ν = n} =

=
2∑

n=0

M(exp{Y1})nP{ν = n} =
1
3

(1+M exp{Y1}+(M exp{Y1})2).

Оскiльки M exp{Y1} = 2, то M exp{Sν} = 7/3.
4.4. Застосувавши формулу повного математичного сподiва-

ння, маємо

M exp{tSν} =
5∑

k=0

Ck5 (0, 1)k(0, 9)5−k · (0, 5et + 0, 5e2t)k =

= (0, 05 · (et + e2t) + 0, 9)5.

4.6. Генератриса G(z) сумарного позову Sν дорiвнює

G(z) = π(g(z)),

де π(z) — генератриса числа позовiв ν:

π(z) = Mzν = 0, 5 + 0, 3z + 0, 2z2,

g(z) — генератриса величини поданого позову Yi:

g(z) = MzYi = 0, 8z + 0, 2z4,

тодi генератриса G(z) сумарного позову Sν має вигляд

G(z) = π(g(z)) = 0, 5+0, 24z+0, 128z2+0, 06z4+0, 064z5+0, 008z8.

Математичне сподiвання сумарного позову Sν знаходимо дифе-
ренцiюванням G(z) за z у точцi 1:

MSν = G′(1) = 1, 12.

Бiльше того, коефiцiєнт при zn дорiвнює ймовiрностi P{Sν = n},
n = 0, 1, . . . , 8. Розподiл сумарного позову Sν наведений далi:
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0 1 2 4 5 8
0,5 0,24 0,128 0,06 0,064 0,008

Шукана ймовiрнiсть P{Sν > 2MSν} дорiвнює

P{Sν > 2, 24} = P{Sν ≥ 3} =

= 1− P{Sν = 0} − P{Sν = 1} − P{Sν = 2} = 0, 132.

4.7. Див. розв’язання задачi 4.6.
Розподiл сумарного позову Sν наведений далi:

0 10 20 30
0,8792 0,1024 0,0176 0,0008

P{Sν > MSν + 2
√
DSν} =

= P{Sν = 10}+ P{Sν = 20}+ P{Sν = 30} = 0, 1208.

4.8. MSν = 150, DSν = 375.
4.9. Розподiл сумарного позову Sν дорiвнює

0 1 2 3 4 5 . . .
0,1827 0,1553 0,1902 0,1553 0,1175 0,0816 . . .

MSν = λMYi = 2, 72; DSν = λMY 2
i = 5, 1.

4.11. Сума S1 + S2 має складений пуассонiв розподiл з па-
раметром λ = λ1 + λ2 = 8 i страховими виплатами 1, 2, 3, 4 з
iмовiрностями 0,05; 0,15; 0,425; 0,375 вiдповiдно.

4.12. Оскiльки страховi виплати Yi — дискретнi випадковi
величини, то складений пуассонiв розподiл є дискретним i його
генератриса дорiвнює

G(z) = exp{λ(g(z)− 1)},

де g(z) = MzYi — генератриса величини страхової виплати Yi.
Моменти складеного пуассонового розподiлу дорiвнюють

MSν = λMYi, DSν = λMY 2
i .

Звiдси знаходимоMYi = 2, 3;MY 2
i = 5, 9. Тодi розподiл величин

виплат Yi знаходиться iз системи рiвнянь:

MYi = P{Yi = 1}+ 2P{Yi = 2}+ 3P{Yi = 3},

MY 2
i = P{Yi = 1}+ 4P{Yi = 2}+ 9P{Yi = 3},
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1 = P{Yi = 1}+ P{Yi = 2}+ P{Yi = 3}.

Маємо

P{Yi = 1} = 0, 2, P{Yi = 2} = 0, 3, P{Yi = 3} = 0, 5.

Отже, генератриса величини страхової виплати Yi запишеться
так:

g(z) = MzYi = 0, 2z + 0, 3z2 + 0, 5z3,

а генератриса сумарного позову до компанiї —

G(z) = exp{0, 2z(2 + 3z + 5z2)− 2}.

Розкладаючи генератрису сумарного позову до компанiї в ряд
за степенями z, маємо

G(z) = e−2

(
1 + 0, 4z + 0, 68z2 +

3, 752
3

z3 + . . .

)
.

Звiдси

P{Sν = 3} =
3, 752

3
e−2 ≈ 0, 17.

4.13. DSν = 40.
4.14. Застосуємо теорему 4.2.1. Число позовiв “сумарно-

го” портфеля договорiв має розподiл Пуассона iз середнiм
λ = λ1 + λ2 = 5, а розподiл величини поданого позову є су-
мiшшю з вагами λ1/λ = 2/5 та λ2/λ = 3/5 рiвномiрних розподi-
лiв на вiдрiзках [0, 1000] та [0, 200] вiдповiдно. Отже, щiльнiсть
величини поданого позову Y дорiвнює

f(x) =


0, якщо x < 0;

17/5000, якщо 0 < x < 200;
2/5000, якщо 200 < x < 1000;

0, якщо x > 1000.

Величина страхової виплати B пов’язана з величиною пода-
ного позову Y спiввiдношенням

B =
{

0, якщо Y ≤ 100;
Y − 100, якщо Y > 100.
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Тому середнє значення однiєї страхової виплати дорiвнює

MB =

1000∫
100

(x− 100)f(x)dx = 177.

4.15. Для точного розрахунку розподiлу Pn = P{S = n}
складеної пуассонової величини S треба застосувати рекурентнi
формули (теорема 4.2.3).

4.16. Застосуємо рекурентнi формули для розрахунку скла-
деного вiд’ємного бiномного розподiлу:

Pn =
n∑
i=1

(
q +

(α− 1)q
n

i

)
piPn−i, n = 1, 2, . . . ; P0 = pα,

де P{Yi = k} = pk, k = 0, 1, . . .
Маємо

P0 = (0, 5)3 = 0, 125;

P1 = (0, 5 + (3− 1) · 0, 5 · 1/1) · 0, 6 · 0, 125 = 0, 1125;

P2 = (0, 5 + (3− 1) · 0, 5 · 1/2) · 0, 6 · 0, 1125+

+(0, 5 + (3− 1) · 0, 5 · 2/2) · 0, 3 · 0, 125 = 0, 1237;

P3 = 0, 12; P4 = 0, 1052; P5 = 0, 0902; i т.д.
MSν = 4, 5; DSν = 14, 85.

4.17.

R = 1−N0;1

(
u−MSν√

DSν

)
, MSν = 6, DSν = 4.

Мiнiмальний капiтал компанiї має бути не менший u = 9, 3 од.
4.19. Оскiльки Yi — дискретнi випадковi величини, то скла-

дений пуассонiв розподiл є дискретним i його генератриса до-
рiвнює

G(z) = eλ(g(z)−1),

де g(z) — генератриса Yi,

g(z) = MzYi = 0, 5z + 0, 3z5 + 0, 2z10.

Тому
G(z) = exp{63(0, 5z + 0, 3z5 + 0, 2z10)− 63}.
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Диференцiюванням G(z) за z у точцi z = 1 знаходимо моменти
величини сумарного позову:

MSν = G′(1) = 252, MSν(Sν − 1) = G′′(1) = 65016,

DSν = MSν(Sν − 1) +MSν − (MSν)2 = 1764.

Шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P{Sν > 315} = P

{
Sν −MSν√

DSν
>

315−MSν√
DSν

}
≈

≈ 1−N0,1(1, 5) = 0, 067.

6.5. До роздiлу 5

5.1. Подiї H1 — “вiдбувся страховий випадок”, H2 — “страхо-
вого випадку не було” утворюють повну групу подiй. Тодi ймо-
вiрнiсть подiї A — “компанiя збанкрутує” обчислюється за фор-
мулою повної ймовiрностi

P (A) = P (A|H1)P (H1) + P (A|H2)P (H2),

де P (H1) = 1/3, P (H2) = 2/3, P (A|H2) = 0.
Позначимо через T1 — момент надходження дiйсно поданого

позову, Y1 — величину дiйсно поданого позову, тодi компанiя не
збанкрутує, якщо

u0 + cT1 − Y1 ≥ 0.

Тодi ймовiрнiсть банкруства за умов, що страховий випадок вiд-
бувся, дорiвнює

P (A|H1) = 1− P{u0 + cT1 − Y1 ≥ 0} = P{u0 + cT1 < Y1} =

= P{1 + 3T1 < 5} = P{T1 < 4/3} =

4/3∫
1

2
t3
dt =

7
16
.

Отже, ймовiрнiсть банкрутства компанiї дорiвнює 7/48.
5.2. Розглянути подiїH1 — “величина дiйсно поданого позову

набуває значення 100”, H2 — “величина дiйсно поданого позову
— 200” за повну групу подiй. Iмовiрнiсть подiї A — “компанiя
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збанкрутує” обчислити за формулою повної ймовiрностi. Див.
розв’язання задачi 5.1.

Вiдповiдь: 3/4.
5.3. У кожен момент часу 1, 2, . . . подається точно один по-

зов, тому iнтенсивнiсть процесу позовiв λ = 1. Середня величина
дiйсно поданого позовуm = MYi = 5. Тодi швидкiсть надходже-
ння премiй c дорiвнює (1 + θ)λm = 6.

Якщо
u0 + cT1 − Y1 ≥ 0,

u0 + cT2 − (Y1 + Y2) < 0,
то в момент T2 подання другого позову компанiя збанкрутує.
Тому шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P{Y1 ≤ 7, Y1 + Y2 > 13}.

Оскiльки величини Y1, Y2 — незалежнi, рiвномiрно розподiленi
на [0,10], то точка (Y1, Y2) рiвномiрно розподiлена в квадратi
[0, 10]× [0, 10]. Останню ймовiрнiсть можна обчислити як геоме-
тричну.

Вiдповiдь: 0,08.
5.4. Вiдносну страхову надбавку θ знайдемо iз характери-

стичного рiвняння

MezX = 1 + (1 + θ)mz,

де
m = MX = 1, 75,

MezX =
1
4
ez +

3
4
e2z.

Маємо
1
4
ez +

3
4
e2z = 1 + (1 + θ)

7
4
z.

Характеристичний коефiцiєнт r = ln 2 є розв’язком характе-
ристичного рiвняння, тому

1
4
er +

3
4
e2r = 1 + (1 + θ)

7
4
r.

Звiдси θ ≈ 1, 061.
5.5. Вiдносна страхова надбавка θ є розв’язком характери-

стичного рiвняння

MerY = 1 + (1 + θ)MY · r,
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де MY = 1/λ = 1/3, MezY = ψ(z) = ϕ(−z) = 3
−z+3 . Маємо

3
−r + 3

= 1 + (1 + θ)
r

3
,

де r = 1 за умовою. Звiдси θ = 1/2.
5.8. Скористатися тим, що R(0) = 1

1 + θ
. Звiдси θ = 2/3.

5.9. Вiдомо, що якщо величина позову має експоненцiальний
розподiл з параметром 1/m, то ймовiрнiсть банкрутства дорiв-
нює

R(u) =
1

1 + θ
· exp

(
− θ

(1 + θ)m
u

)
.

Звiдси

m = − θu

(1 + θ) ln((1 + θ)R(u))
.

Оскiльки iнтенсивнiсть процесу позовiв λ пов’язана зi швидкi-
стю надходження позовiв c, вiдносною страховою надбавкою θ
та середньою величиною дiйсно поданого позову m рiвнiстю

c = (1 + θ)λm,

то шукана величина λ дорiвнює

λ =
c

(1 + θ)m
= −c ln((1 + θ)R(u))

θu
= 1, 75.

5.10. Перетворення Лапласа величини позову

ϕ(s) =
1

2(s+ 2)
+

3
s+ 4

визначене для s > −2. Тому генератриса моментiв ψ(z) визна-
чена для z < 2 i задається формулою

ψ(z) = ϕ(−z) =
−7z + 16

2(−z + 2)(−z + 4)
.

Середнє значення величини позову дорiвнюєm = 5/16, вiдносна
страхова надбавка θ = 3/5.
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Характеристичний коефiцiєнт r є додатним розв’язком рiв-
няння

−7z + 16
2(−z + 2)(−z + 4)

= 1 +
(

1 +
3
5

)
5z
16
.

Це рiвняння має три коренi: z0 = 0, z1 = 3, z2 = 1. Оскiль-
ки генератриса моментiв визначена для z < 2, то рiвняння має
єдиний додатний розв’язок r = 1. Це i є характеристичний кое-
фiцiєнт.

5.11. Перетворенням Лапласа ϕ(s) величини позову є

ϕ(s) =
3

9(s+ 3)
+

48
9(s+ 6)

=
17s+ 54

3(s+ 3)(s+ 6)
,

середнє значення величини позову дорiвнює m = 5/27, вiдносна
страхова надбавка θ = 4/5.

Залежнiсть iмовiрностi банкрутства R(u) вiд величини ка-
пiталу u знаходиться оберненням перетворення Лапласа ймо-
вiрностi банкрутства ρ(s) = 1

9(s+ 4) + 4
9(s+ 2) i дорiвнює

R(u) = e−4u/9+4e−2u/9. Вiдносна похибка в разi замiни ймовiр-
ностi банкрутства R(u) оцiнкою Лундберга дорiвнює 5

9 −
e−2u

9 ,
для асимптотики Крамера–Лундберга — e−2u/4.

5.12. R(u) = 24e−u/35 + e−6u/35, u ≥ 0; r = 1.
5.13. Перетворення Лапласа ϕ(s) величини позову дорiв-

нює ϕ(s) = 9/(4s + 3)2, середнє значення величини позову
m = α/β = 8/3, вiдносна страхова надбавка θ = c

λm
− 1 = 7/8.

Оберненням перетворення Лапласа ймовiрностi банкрутства

ρ(s) =
16
3
· 9 + 8s

104s+ 21 + 80s2
= − 1

20s+ 21
+

7
3(4s+ 1)

знаходимо залежнiсть iмовiрностi банкрутства R(u) вiд величи-
ни капiталу u:

R(u) = − 1
20
e−21u/20 +

7
12
e−u/4.
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